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Dies ist das Skript zu meiner Vorlesung Dynamische Systeme, die ich im Winter-
semester 2013/14 an der Universitit Augsburg gehalten habe. In der Vorlesung
habe ich Aspekte der topologischen Theorie dynamischer Systeme behandelt,
insbesondere Rekurrenz, topologische Mischungseigenschaften, symbolische Dy-
namik und topologische Entropie. Ich bedanke mich bei meinem Assistenten
Ralph Lettau fiir die ausdauernde Unterstiitzung, sowie bei den Hoérern der
Vorlesung fiir ihre Geduld und ihr Feedback. Fiir Hinweise auf Fehler oder Un-
genauigkeiten bin ich weiterhin dankbar.

1 Einfiihrung

Die Theorie der dynamischen Systeme untersucht mathematische Modelle von
Systemen der realen Welt, die sich nach bestimmten, quantitativ erfassbaren,
Gesetzméfigkeiten in der Zeit entwickeln.

Urspriinge:

o I. Newton (1641 — 1726): Gesetze der Mechanik, insbesondere Planeten-
bewegung

e H. Poincaré (1854 — 1912): Entwicklung von Methoden zur qualitativen
Analyse dynamischer Systeme (ebenfalls Planetenbewegung, , n-Kérper-
Problem*)

Ein mathematisches Modell fiir ein dynamisches System muss beinhalten:

(1) Ein Modell der Zeit

(2) Ein Modell der Gesamtheit aller moglichen Zusténde/Konfigurationen, die
das System einnehmen kann

(3) Ein Beschreibung des dynamischen Gesetzes, nach dem sich das System
in der Zeit entwickelt

Eine allgemeine Definition, die sehr viele Fille umfasst, sieht folgendermaflen
aus:

1.1 Definition: Ein dynamisches System ist gegeben durch eine Abbildung
o:Tx X — X,

wobei T € {Ny, Z, Ra', R} und X eine nichtleere Menge ist, so dass die folgenden
Axiome erfiillt sind:

(D1) ®(0,z) =« fiir alle z € X.
(D2) ®(t+ s,x) = ®(s,P(t,x)) fiir allet,s € T und x € X.



Die Menge T heif3t die Zeit und die Menge X der Zustandsraum des Systems.
Ist T € {Ny, Z}, so spricht man von einem zeit-diskreten System, ansonsten
von einem zeit-kontinuierlichen System.

Die Axiome (D1) und (D2) besagen, dass ® eine (Halb-)Gruppenwirkung der
additiven (Halb-)Gruppe (T, +) auf X ist.

Interpretation: ®(¢,z) ist der Zustand des Systems zur Zeit t, falls sich das
System zur Zeit 0 im Zustand = befindet. Axiom (D1) versteht sich damit von
selbst. Axiom (D2) besagt, dass das dynamische Gesetz selbst zeitlich konstant
ist. Es ist egal, ob man in x startet und die Zeit t 4+ s verstreichen lésst, oder
ob man zuerst die Zeit ¢ verstreichen lisst, und dann mit ®(¢,z) als neuem
Anfangszustand um die Zeit s weitergeht. (Nach der Zeit ¢ ist das dynamische
Gesetz immer noch dasselbe wie zur Zeit 0.)

Im Gegensatz zu anderen mathematische Theorien, in denen Gruppenwirkun-
gen untersucht werden, interessiert man sich in der Theorie der dynamischen
Systeme vor allem fiir das asymptotische Verhalten fiir ¢ — (£)oo. Um die-
ses zu beschreiben, macht man sich verschiedene mogliche Strukturen auf dem
Zustandsraum X zunutze, was zu verschiedenen Subtheorien fiihrt:

(1) Ergodentheorie: X ist ein Wahrscheinlichkeitsraum und ® eine messbare
Abbildung, so dass jede der Zeit-t-Abbildungen ®; = ®(t,-) : X — X das
Wahrscheinlichkeitsmaf} erhélt. (Dies ist eine Abstraktion der hamilton-
schen Systeme aus der Mechanik, denn diese sind volumenerhaltend.)

(2) Topologische Dynamik: X ist ein topologischer Raum und @ ist stetig.
Eine besonders reichhaltige und aussagekriftige Theorie ergibt sich, wenn
X ein kompakter metrischer Raum ist. Mit solchen dynamischen Systemen
werden wir uns in dieser Vorlesung beschéftigen.

(3) Differenzierbare Dynamik: X ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und
® ist differenzierbar. Die differenzierbare Struktur erlaubt es, auf relativ
einfache Art und Weise numerische Invarianten einzufithren (durch An-
wendung von linearer Algebra auf die Ableitung D®;(z)).

Die drei Theorien sind eng miteinander verkniipft. Zum Beispiel ldsst sich zeigen,
dass jedes topologische System auf einem kompakten Raum mindestens ein Bo-
relsches Wahrscheinlichkeitsmaf$ invariant lisst (Satz von Krylov-Bogolyubov).
Differenzierbare Systeme sind in natiirlicher Weise auch topologische Syste-
me. Besonders interessant sind hier diejenigen Systeme, die ein Lebesgue-Mafl
(bzw. Volumen) invariant lassen.

Beziige zu anderen mathematischen Theorien:

(1) Gewdhnliche Differentialgleichungen der Form

z(t) = f(x(t)), f Lipschitz-stetiges Vektorfeld.



Der Fluss einer solchen Differentialgleichung ist ein dynamisches System,
falls jede Losung fiir alle Zeiten ¢ € R existiert. Ist f ein Vektorfeld auf
einer kompakten Mannigfaltigkeit, so gilt dies automatisch.

Partielle Differentialgleichungen: Viele PDEs liefern dynamische Systeme
auf unendlich-dimensionalen Zustandsrdumen. (Beispiel: Wérmeleitungs-
gleichung, Zustand = Temperaturverteilung)

Stochastische Differentialgleichungen: Unter geeigneten Voraussetzungen
erzeugen stochastische Differentialgleichungen sogenannte zufdllige dyna-
mische Systeme. Dies sind messbare dynamische Systeme der Form

P Rx(QxX)—>QxX, (t, (w,x)) = (O1(w), p(t,w, x)),

wobei © : R x Q@ —  auch ein dynamisches System ist, welches ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2 erhélt. Systeme dieser Form werden auch
als Schiefprodukte bezeichnet.

Kontrolltheorie: Hier geht es darum auf zeitliche Prozesse steuernd
bzw. regelnd einzuwirken. Ein Kontrollsystem ist in diskreter Zeit gegeben
durch Gleichungen der Form

Tptr = flaw,ur),  w €U,
und in kontinuierlicher Zeit durch Differentialgleichungen
z(t) = f(z(t),u(t)), u(t) € U (+Regularitétsvoraussetzung).

Die Funktion u(-) wird als Steuerung interpretiert. Verschiedene solche
Funktionen fithren zu unterschiedlichen Trajektorien. Unter geeigneten
Voraussetzungen erhélt man ein dynamisches System, das ein Schiefpro-
dukt ist, wobei die Menge €2 hier die Menge der zuliissigen Steuerungen u(-)
ist und die Dynamik auf dieser Menge gegeben ist durch (¢, u) — wu(- +t).

Riemannsche Geometrie: Dynamische Systeme treten in der Riemann-
schen Geometrie an verschiedenen Stellen auf. Eine wichtige Rolle spielt
z.B. der geoditische Fluss einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g),
der ein dynamisches System auf dem Tangentialbiindel von M darstellt.
Er wird erzeugt durch die Losungen der Geodétengleichung

i+ TE (2)i'd =0,
4,J

und das dynamische Verhalten dieses Flusses steht in engem Zusammen-
hang zu den Kriimmungseigenschaften der Mannigfaltigkeit. (Ein anderes
prominentes Beispiel ist der sogenannte Ricci-Fluss, der eine entscheiden-
de Rolle beim Beweis der Poincaré-Vermutung gespielt hat.)

Zahlentheorie: Hier gibt es tiefe Zusammenhénge mit Resultaten der Er-
godentheorie.



2 Grundlegende Begriffe

Wir werden uns in dieser Vorlesung im Wesentlichen auf die Untersuchung zeit-
diskreter topologischer Systeme auf kompakten Zustandsrdumen beschrénken.

2.1 Definition: FEin (topologisches) dynamisches System (TDS) ist ein
Paar (X, f), wobei X ein kompakter metrischer Raum ist und f : X — X eine
stetige Abbildung.

2.2 Bemerkung: Die Metrik auf X werden wir meistens mit d bezeichnen,
aber in der Notation nicht mit anfithren. Das ist dadurch gerechtfertigt, dass
unsere Begriffe und Resultate rein topologischer Natur sein werden und damit
unabhingig von der Wahl der Metrik innerhalb einer gegebenen Klasse von
Metriken, die alle dieselbe Topologie erzeugen.

Inwiefern liefert diese Definition ein dynamisches System im Sinne der vorheri-
gen Abschnitts?

Um diese Frage zu beantworten, fithren wir die Iterierten einer Abbildung f :
X — X ein:
fO=idx, M= foft n>0,

bzw.
fr=fo-of.
—

n Faktoren

Ist f invertierbar, so definieren wir dariiberhinaus

f_n = (f_l)n’ n>1

Beachte: Ist f invertierbar, so ist f~' automatisch stetig, also ist f ein
Homoomorphismus (Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 1). Ist f nicht invertierbar, so
verstehen wir f~™ als Mengenoperator, d.h. f~™(A) ist das Urbild der Menge
A unter der Abbildung f™.

Nun betrachten wir die Abbildung
o:TxX — X, (n,z) — f*(x),

wobei T = Ny, falls f nicht invertierbar ist und T = Z andernfalls. Dies ist ein
dynamisches System, denn

e (0,2) = f(z) = idx(z) =  nach Definition.
o o(n+m,x)=fr"(x) = f(f"(2) = 2(m, 2(n, z)).

Umgekehrt kann man einem dynamisches System @ : T x X — X mit diskreter
Zeit T € {Ny, Z} die Abbildung ®; : X — X,z — ®(1,x), zuordnen. Aus Axiom



(D2) folgt dann ®(n,x) = ®7(x) fiir alle n € T und = € X. Also entsprechen
sich zeit-diskrete dynamische Systeme und (Selbst-)Abbildungen eins—zu—einsﬂ

2.3 Bemerkung: FEigentlich miissten wir in der Definition eines TDS noch die
Zeitmenge T € {Ny,Z} mit angeben um das System genau zu benennen. Denn
auch fiir invertierbare f konnten wir das System nur in Vorwértszeit betrachten.

2.4 Definition: Sei (X, f) ein TDS. Fiir jedes « € X heifit die Menge
Ot (x) :=={f"(z) : n >0}

der Vorwértsorbit von f durch x. Ist f invertierbar, so definieren wir zudem
den vollen Orbit durch zx als

O(z) :={f"(z) :neZ}.
Die Folge x,, := f™(x), n > 0, heift die Trajektorie durch x.

2.5 Bemerkung: Ist f invertierbar, so bilden die vollen Orbits von f eine dis-
junkte Zerlegung von X, wie dies bei jeder Gruppenwirkung der Fall ist. Fiir die
Vorwértsorbits ist dies allerdings im Allgemeinen nicht der Fall (Ubungsaufgabe
3 auf Blatt 1).

Wie bereits im ersten Abschnitt erwéhnt, interessieren wir uns fiir das asym-
ptotische Verhalten der Trajektorien fiir n — foo. Ein wohlbekanntes Resultat
aus der Analysis liefert ein erstes Beispiel.

2.6 Satz (Banachscher Fixpunktsatz): Ist (X, f) ein TDS und f eine Kon-
traktion, also

d(f(x), f(y)) < Kd(x,y) fiir alle z,y € X

mit einer Konstante K € [0,1), so konvergiert f"(x) fiir jedes © € X gegen
einen eindeutigen Fixpunkt x* € X von f.

Der Banachsche Fixpunktsatz gilt auch, wenn (X, d) nur ein vollsténdiger metri-
scher Raum ist. Kompakte Riume sind stets vollstindig (Ubungsaufgabe 1 auf
Blatt 1)E| Der Banachsche Fixpunktsatz passt nicht so ganz in die topologische
Theorie dynamischer Systeme, da die Eigenschaft einer Abbildung kontrahie-
rend zu sein, von der Wahl der Metrik abhéngt.

Durch die Einschrankung auf zeit-diskrete Systeme verlieren wir im Grunde nichts. Jedes
zeit-kontinuierliche Systeme ldsst sich diskretisieren und dabei geht keine wesentliche Infor-
mation verloren. Zeit-diskrete Systeme konnen interessanter sein als zeit-kontinuierliche, denn
bei letzteren haben wir die Einschrankung, dass alle Zeit-t-Abbildungen ®; : X — X notwen-
digerweise homotop zur Zeit-0-Abbildung, also zur Identitét, sind.

2Beachte: Vollstindigkeit ist im Gegensatz zu Kompaktheit keine topologische Eigenschaft.
Sie hiangt von der Wahl der Metrik ab. Ein kompakter Raum bleibt kompakt, wenn man eine
andere Metrik wihlt, die dieselbe Topologie erzeugt.



2.7 Definition: Sei (X, f) ein TDS. Gilt fiir einen Punkt z € X, dass f(x) = z,
so nennen wir x einen Fixpunkt von f. Gilt f"(x) = x fiir ein n > 1, so nen-
nen wir x einen n-periodischen Punkt von f, und den Vorwértsorbit OF (z)
periodisch. Das kleinste n > 1 mit dieser Eigenschaft heif}t die Primperi-
ode von z. Die Menge aller Fixpunkte von f bezeichnen wir mit Fix(f) und

die Menge aller n-periodischen Punkte mit Per, (f). Ferner betrachten wir die
Menge Per(f) := U, Pery(f) aller periodischen Punkte.

Der Vorwértsorbit eines periodischen Punktes mit Primperiode n besteht aus
genau n Punkten. Im invertierbaren Fall stimmt der Vorwiértsorbit eines periodi-
schen Punktes mit dem vollen Orbit iiberein. In diesem Fall sind alle endlichen
Orbits periodisch.

2.8 Satz: Ist (X, f) ein TDS und f invertierbar, so ist jeder endliche Vorwérts-
orbit von f periodisch.

Beweis: Wir zeigen, dass jeder nicht-periodische Orbit aus unendlich vielen
Punkten besteht. Wir nehmen also an, dass f™(z) # « fiir alle n > 1. Dann gilt
auch f™(z) # f™(x) fir alle n,m € Z mit n # m. In der Tat, sei 0.B.d.A. n > m.
Dann folgt aus f™(x) = f™(z) durch Anwendung von f~™ auf beiden Seiten,
dass

[ @) = ) = () =

und n —m > 1 im Widerspruch zur Annahme. Sind aber alle f™(z) paarweise
verschieden, so kann O (z) nicht endlich sein. O

Das Argument des Beweises funktioniert nicht, wenn f nicht invertierbar ist. In
der Tat kann es nicht-periodische endliche Vorwiértsorbits geben, falls f nicht
injektiv ist.

2.9 Definition: Sei (X, f) ein TDS. Ein nicht-periodischer Punkt x € X heif}t
schlieBlich periodisch, falls einm > 1 existiert, so dass f™(x) ein periodischer
Punkt ist.

2.10 Beispiel: Betrachte die Abbildung f : {0,1} — {0, 1}, die durch f(0) :=0
und f(1) := 0 gegeben ist. Offensichtlich ist 0 ein Fixpunkt (und damit peri-
odisch). Der Vorwirtsorbit von 1 ist gegeben durch O%(1) = {1,0}, aber er
ist nicht periodisch, da f™(1) = 0 fiir alle n > 1. Also ist 1 ein schlielich
periodischer Punkt.

2.11 Satz: Ist (X, f) ein TDS, so ist jeder endliche Vorwértsorbit von f peri-
odisch oder schliefflich periodisch.

Beweis: Sei z ein Punkt mit endlichem Vorwiértsorbit. Dann kénnen die Punkte
f™(x), n > 1, nicht paarweise verschieden sein. Also existieren n > m > 1 mit



f™(x) = f™(x). Wir schreiben n = m+k mit k =n—m > 1 und y = f™(x).
Dann gilt also

Py = fRUm@) = @) = f2) = @) =y
Also ist f™(x) ein k-periodischer Punkt und damit x schliefflich periodisch oder
periodisch. O

Wir haben damit alle Punkte mit endlichen Orbits klassifiziert und deren asym-
ptotisches Verhalten verstanden. Insbesondere wissen wir, dass es nur periodi-
sche und schliellich periodische Orbits geben kann, falls der Zustandsraum X
eine endliche Menge ist. Um das asymptotische Verhalten beliebiger Trajekto-
rien zu verstehen, miissen wir weitere Begriffe einfiihren.

2.12 Definition: Sei (X, f) ein TDS. Eine Teilmenge A C X heifit

(i) vorwértsinvariant, falls f(A) C A,

(i) riickwértsinvariant, falls f~1(A) C A,
(iii) total invariant, falls A vorwérts- und riickwértsinvariant ist,
(iv) strikt vorwértsinvariant, falls f(A) = A,

(v) strikt riickwértsinvariant, falls f~1(A) = A.

2.13 Bemerkung: Eine total invariante Menge ist nicht notwendigerweise
strikt vorwértsinvariant. Ist z.B. f : X — X nicht surjektiv, so ist f(X) C X
und f71(X) = X, aber f(X) # X. Der folgende Satz liefert ein paar Zusam-
menhénge zwischen den verschiedenen Invarianzbegriffen.

2.14 Satz: Sei (X, f) ein TDS. Dann gilt:

(i) Jede total invariante Menge ist strikt riickwértsinvariant.

(ii) Ist f injektiv, so ist jede strikt vorwiértsinvariante Menge auch strikt
riickwértsinvariant.

(iii) Ist f surjektiv, so ist jede total invariante Menge strikt vorwértsinvariant.
(iv) Ist A eine vorwiértsinvariante Menge, so auch A.

(v) Ist f invertierbar und A eine riickwiértsinvariante Menge, so auch A.

Beweis: Zu (i): Es gelte f(A) € A und f~1(A) C A. Dann folgt A C
FHf(A) C f7H(A), also f~1(A) = A. Zu (ii): Es gelte f(A) = A. Dann folgt
wegen der Injektivitit A = f~1(f(A)) = f~1(A). Zu (iii): Ist f surjektiv und A
total invariant, so folgt f(A) C A und A = f(f~1(A)) C f(A), also f(A) = A.
Punkt (iv) folgt direkt aus der Stetigkeit von f. Punkt (v) folgt analog aus der
Stetigkeit von f~!. (Beachte, dass f automatisch ein Homdomorphismus ist,
wenn f invertierbar ist.) d



2.15 Bemerkung: Beispiele fiir vorwirtsinvariante Mengen sind Per,, (f) und
Per(f). Der Abschluss Per(f) ist eine kompakte vorwértsinvariante Menge.

2.16 Definition: Sei (X, f) ein TDS und x € X. Die Menge

wz) =w(z, f) =) J /@)

n>1m>n

heifit die w-Limesmenge von x. Ist f invertierbar, so definieren wir zudem die
a-Limesmenge von x durch

a(@)=az, )= J{ @)}

n>1lm>n

2.17 Satz: Die w-Limesmenge eines Punktes x ist die Menge der Hiufungswer-
te der Trajektorie (f"(x))n>0. Sie ist nichtleer, kompakt und strikt vorwértsin-
variant. Ist f invertierbar, so ist w(x) auch riickwiértsinvariant. Ferner gelten
dann die analogen Aussagen fiir die a-Limesmenge.

Beweis: Sei y ein Hiufungswert von z, = f"(x). Dann existiert eine streng
monoton wachsende Folge m,, — oo mit f™=(z) — y. Damit liegt y fiir jedes
m > 1 im Abschluss der Menge |, {f™(x)}, also in w(z). Ist umgekehrt
y € w(z), so gibt es fiir jedes n > 1 ein Element f™(z) € U,,>,{/™ (%)} mit
d(f™(x),y) < 1/n. Wir kiénnen jedes einzelne m,, beliebig groff wiihlen und
damit erreichen, dass m,, streng monoton wichst. Dann ist f™= (z) eine Teilfolge
von f"(x) und es gilt f™(x) — y. Also ist y ein Haufungswert von (f"(x))n>0.

Dass w(x) nichtleer ist, folgt aus der Kompaktheit von X. (Jede Folge in X hat
einen Haufungswert.) Aus der Definition von w(z) folgt, dass w(zx) abgeschlossen
ist, als Schnitt abgeschlossener Mengen. Als Teilmenge des kompakten Raums X
ist w(x) damit kompakt. Die Vorwértsinvarianz sieht man wie folgt: Seiy € w(x).
Dann gilt f™"(z) — y fiir eine streng monotone Folge m,, — oco. Da f stetig
ist, gilt

Fr @) = £ () = £().

Also ist f(y) € w(z). Um zu zeigen, dass w(x) sogar strikt vorwértsinvariant ist,
sel y € w(x), also f™(x) — y fiir eine streng monotone Folge m,, — oo. Die
Folge x,, := f™~1(z) hat wegen der Kompaktheit von X einen Hiufungswert
z, also gilt x,, — z € w(z) (k — oo) fiir eine Teilfolge. Damit erhalten wir

y = lim f™(z) = lim f(f™"(2)) = f ( lim fm"kl(m)) = f(2).
k—00 k—s00 k— oo
Damit haben wir gezeigt, dass y € f(w(z)). Also gilt w(z) C f(w(z)).
Ist f invertierbar, y € w(z) mit f™(x) — y und z = f~!(y), so folgt
fram(x) = f7H (™ (x)) — 2, also ist w(w) riickwirtsinvariant. Die entspre-
chenden Aussagen fiir die a-Limesmenge ergeben sich durch Betrachtung des
Systems (X, f~1). O

10



2.18 Bemerkung: In der Definition von w-Limesmengen kann man x auch
durch eine Menge A C X ersetzen.

2.19 Bemerkung: Die w-Limesmenge eines schliefllich periodischen Punktes
ist der zugehorige periodische Orbit.

Wie in jeder mathematischen Theorie stellt sich in der topologischen Dynamik
die Frage nach der Klassifikation der untersuchten ijekte (Klassifikationspro-
blem). Die folgende Definition liefert die passende Aquivalenzrelation.

2.20 Definition: Seien (X, f) und (Y, g) TDSe. Existiert ein Homdomorphis-
mus h: X =Y, so dass das Diagramm

x 1 4 x

1 [
YT>Y

kommutiert, so heilen die Systeme topologisch konjugiert und h heifit topo-
logische Konjugation. Ist h in obigem Diagramm nur eine stetige surjektive
Abbildung, so sprechen wir von einer topologischen Semikonjugation. In
diesem Fall heifit (Y, g) ein topologischer Faktor von (X, f) und (X, f) eine
topologische Erweiterung von (Y, g).

Es ist klar, dass topologische Konjugiertheit eine Aquivalenzrelation darstellt.
Jedes System (X, f) ist mittels der Identitét idx zu sich selbst konjugiert (Refle-
xivitit). Gilt ho f = goh, so folgt h~tog = foh™! (Symmetrie). Und schlieflich
folgt aus ho fi = foohund ko fo = fzok, dass (koh)o f1 = fyo(koh)
(Transitivitét).

Aus der Konjugiertheit von f und g folgt auch die der Iterierten f™ und g™ fiir
beliebige n > 0:

hofn:gohofnflZQZOhOfn72:___:gnoh'

Sind f und g invertierbar, so folgt aus ho f = g o h durch Anwendung von g—!

von links und f~! von rechts, dass ho f~! =g~ oh.
2.21 Satz: Seien (X, f) und (Y, g) TDSe.

(i) Sei h : X — Y eine topologische Konjugation. Dann gilt: Ist x € X ein
periodischer Punkt von f mit Primperiode n, so ist h(x) € Y ein peri-
odischer Punkt von g mit derselben Primperiode. Ferner gilt h(w(x, f)) =
w(h(z),g) fiir allex € X.

(ii) Seih : X — Y eine topologische Semikonjugation. Dann gilt: Ist x € X ein
periodischer Punkt von f, so ist h(z) ein periodischer Punkt von g (aber
nicht notwendigerweise mit derselben Primperiode). Ferner gilt ebenfalls

hw(z, ) = w(h(zx),g) fiir alle x € X.

11



Beweis: Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 2. O

3 Erste Beispiele

Wir wollen im Folgenden einige Beispiele fiir topologische dynamische Systeme
einfithren, die wir im Laufe der Vorlesung immer wieder heranziehen werden,
um neue Begriffe zu veranschaulichen und die Theorie zu testen.

Eine reichhaltige und sehr gut verstandene Beispielklasse bilden die Systeme auf
eindimensionalen Zustandsrdumen (kompaktes Intervall I = [0,1] oder Kreis
St = {z € C: |z| = 1}). Die ersten Beispiele werden von dieser Art sein.

3.1 Beispiel: Sei I = [0,1] das kompakte Einheitsintervall und f : I — I ein
streng monoton wachsender Homéomorphismus. Dann hat f mindestens zwei
Fixpunkte, ndmlich 0 und 1, da f ansonsten nicht surjektiv sein kénnte. Jede
Trajektorie von f konvergiert gegen einen Fixpunkt (nicht notwendigerweise 0
oder 1). Dies sieht man wie folgt: Ist « € I, so gibt es drei Moglichkeiten: f(x) =
z, f(z) < x oder f(x) > x. Im ersten Fall ist = bereits selbst ein Fixpunkt. Im
zweiten Fall folgt wegen der strengen Monotonie induktiv, dass f**1(z) < f"(x)
fir alle n > 0. Also ist (f"(z))n>0 eine streng monoton fallende nach unten
beschrénkte Folge, die folglich gegen ein x* konvergiert. Nach Ubungsaufgabe
4 auf Blatt 1 folgt, dass z* ein Fixpunkt ist. Analog argumentiert man im Fall

f@) > zf]

Das néchste Beispiel zeigt, dass es auf dem Einheitskreis Homdomorphismen
mit interessanterer Dynamik gibt.

3.2 Beispiel: Sei S! = {z € C : |z| = 1} der Einheitskreis, aufgefasst als
Teilmenge der komplexen Zahlenebene. Fiir jedes ¢ € S! definieren wir die
Abbildung

fo:St— 8t zZ > cz.

Geometrisch ist f. nichts anderes als eine Rotation um den Winkel ¢, wenn
c = €™, Es ist damit klar, dass f. ein Homdomorphismus ist. Die Umkehrab-
bildung ist f.—1. Wir wollen zeigen, dass je nachdem ob ¢ rational oder irrational
ist, jeder volle Orbit von f. periodisch (mit der gleicher Periode) ist oder dicht
in S! liegt.
Zunéchst betrachten wir den Fall ¢ = p/q € Q. Dann gilt

fMz)=c"z= e E 2.
Insbesondere gilt also f2(z) = e*™Pz = z. Also ist z ein g-periodischer Punkt
und dies gilt fiir jedes z € S'. Sind p und g teilerfremd gewihlt, so ist ¢ die
Primperiode.

3Streng monoton fallende Hombomorphismen auf [0, 1] sind dhnlich einfach zu verstehen.
Hier gibt es neben den Fixpunkten noch 2-periodische Orbits (Ubungsaufgabe 3 auf Blatt 2).
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Nun sei ¢ irrational. Um zu zeigen, dass jeder volle Orbit dicht in S! liegt, ver-
wenden wir ein Volumenargument. Als Rotation ist f. natiirlich eine Isometrie,
d.h. f erhilt die Lénge von Intervallen in S'. Nehmen wir an, dass {f"(2)}nez
nicht dicht in S ist, so existiert ein Teilintervall J, C S mit positiver Linge, das
keinen der Punkte f7(z) enthélt. Wir wihlen J als das maximale Intervall mit
derselben Eigenschaft, das Jy enthélt, also als die Vereinigung aller Intervalle I
mit Jy C I, so dass I N O(z) = (). Dann enthilt auch keine der Mengen f2(.J),
n € Z, einen Punkt der Form f(z). Wegen der Maximilitdt von J und der
Léngenerhaltung muss das Intervall f7(J) fiir n # 0 disjunkt von J sein oder
mit J identisch. Gilt letzteres, so konnen wir die Abbildung f*|; : J — J be-
trachten. Gehen wir zum Abschluss von J iiber, der sicherlich nicht ganz S! ist,
da #0(z) > 2, bekommen wir eine stetige Abbildung des kompakten Intervalls
J in sich. Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz in einer Dimension hat diese
einen Fixpunkt, also gilt f7(z*) = 2* fiir ein 2* € J, was dquivalent zu ¢ = 1
oder np € Z ist. Dies widerspricht der Irrationalitdt von ¢. Folglich miissen die
Intervalle f7*(J) paarweise disjunkt sein. Da diese aber alle die gleiche positive
Lénge haben, ist das ein Widerspruch.

3.3 Bemerkung: Ein System, dessen Orbits (Vorwiirtsorbits fiir nichtinver-
tierbare oder volle Orbits fiir invertierbare Systeme) alle dicht im Zustandsraum
liegen, nennt man auch minimal, und zwar deshalb, weil ein solches System keine
nichttrivialen abschlossenen invarianten Mengen haben kann.

3.4 Beispiel: Wir betrachten die Abbildung

. B 2% falls z € [0,1/2],
f:10,1] = [0,1], f(x)—{ 2 -2z falls x € [1/2,1].

Wegen der Form ihres Graphen wird diese Abbildung auch als Zelt-Abbildung
bezeichnet. Sie ist ein Spezialfall einer sogenannten unimodalen oder eingipfli-
gen Intervallabbildungﬂ Wie wir noch sehen werden, liefert die Zeltabbildung
ein Beispiel fiir ein dynamisches System mit sehr kompliziertem (chaotischem)
Verhalten. Zunéchst einmal wollen wir versuchen die periodischen und schlief3-
lich periodischen Punkte von f zu bestimmen. Es ist leicht zu sehen, dass f zwei
Fixpunkte hat, ndmlich

f(0)=0 und f(;):2—22:2.

3 3
Ein zwei-periodischer Orbit von f ist gegeben durch O(2/5) = {2/5,4/5} und
ein drei-periodischer durch O(2/9) = {2/9,4/9,8/9}. Um alle periodischen
Punkte von f zu bestimmen, machen wir uns zunutze, dass es eine explizite
Formel fiir die Iterierten gibt (Ubungsaufgabe 4 auf Blatt 2):

2
f™(x) = = arcsin |sin(2" '7rz)| .
m

4Das ist eine stetige Abbildung f : I — I, so dass es ein ¢ € (0,1) gibt und fljo,c] monton
wachsend und f \[671] monoton fallend ist.
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Daraus ldsst sich ableiten, dass ™ eine stiickweise lineare Funktion mit Steigung
42" ist und sich als

w2 (z— 2 firalle s [25 2k nl
f(x)—{l—zn(x—”;i) firalle o € [2651, 22y o 0= RS20

darstellen lidsst. Wir erhalten damit als Fixpunkte von f"

2k 2%k +2

TSy YT oamgyp

0<k<2nl_1,

und folglich gilt # Per,(f) = 2" fiir jedes n € N. Insbesondere kénnen wir
daraus auch ersehen, dass die periodischen Punkte von f dicht in I liegen. Die
Primperioden der periodischen Punkte zu bestimmen wiirde etwas mehr Arbeit
erfordern, und wir unterlassen dies an dieser Stelle. Mit Hilfe der obigen (zwei-
ten) Formel fiir f"(x) kann man auch die schlieBlich periodischen Punkte von
f bestimmen und zeigen, dass diese dicht in I liegen. Genauer: Die Menge aller
Punkte mit endlichem Vorwértsorbit ist identisch mit der Menge der rationalen
Zahlen in [0, 1]. Dies gibt einen Hinweis darauf, dass sich die Dynamik der Zel-
tabbildung durch Berechnung von Trajektorien mit Hilfe eines Computers nicht
besonders gut verstehen lasst. Wie wir spéter sehen werden, kénnen Vorwérts-
orbits der Zeltabbildung mit irrationalen Anfangswerten dicht in I liegen.

Abbildung 1: Graph der Zeltabbildung

Bevor wir weitere Beispiele betrachten, wollen wir kurz auf die Methode der
graphischen Iteration eingehen, die es erlaubt die Dynamik von Intervallabbil-
dungen zu verstehen ohne Berechnungen anzustellen. Dazu zeichnen wir den
Funktionsgraphen der gegebenen Abbildung f : I — I und auflerdem den der
Identitét (die Diagonale im positiven Quadranten). Die folgende Graphik zeigt,
wie wir die Trajektorie eines Punktes in I verfolgen kénnen.
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Abbildung 2: Graphische Iteration am Beispiel der Zeltabbildung
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3.5 Beispiel: Sei f:S! — S! gegeben durch f(z) = 22. Diese Abbildung heifit
aus offensichtlichen Griinden auch Winkelverdopplung. Sie ist nichtinvertierbar,
denn jedes z = e € S!, ¢ € [0,27), hat unter f genau zwei Urbilder, ndmlich
e#/2 und ¢(¥/2+7)  Die Iterierten von f sind gegeben durch f™(z) = 22", womit
wir sehr leicht die periodischen Punkte von f bestimmen kénnen:

fz)=2z o 2"'=1 & ze{eZ”iQ”'k¥1:O§k§2"—2}.

Daraus ersehen wir, dass die periodischen Punkte dicht im Zustandsraum liegen
(wie bei der Zeltabbildung). Das Gleiche gilt fiir die schlielich periodischen
Punkte.

3.6 Beispiel: In diesem Beispiel geht es um Abbildungen auf dem n-
dimensionalen Torus T := R™/Z"™. Zunichst iiberlegen wir uns, warum es sich
dabei um einen kompakten metrischen Raum handelt. Dazu betrachten wir die
Projektion 7 : R® — R™/Z", die einen Vektor z € R" auf seine Aquivalenzklasse
[x] = + Z™ abbildet. Wir versehen R"/Z" mit der zugehérigen Quotientento-
pologie, d.h. eine Menge U C T™ ist offen genau dann, wenn ihr Urbild 7= (U)
offen in R”™ ist. Daraus folgt insbesondere, dass 7 stetig ist. Um einzusehen,
dass T" kompakt ist, {iberlegen wir uns, dass die Einschrinkung von 7 auf den
kompakten Einheitswiirfel [0, 1]™ bereits surjektiv ist. Also ist T™ als stetiges
Bild von [0,1]™ ebenfalls kompakt. Eine zugehorige Metrik auf 7" ist definiert

durch
d(|x , = inf

wobei || -|| die Euklidische Norm bezeichnet. Es ist klar, dass dies eine Abbildung
d:T" x T™ — [0,00) definiert. Die Positiv-Definitheit sieht man wie folgt:

1z —yll,

dlelyh) =0 & 3@y ellxll: 7=y < [o=1[

Die Symmetrie ist offensichtlich. Um die Dreiecksungleichung zu zeigen, wihlen
wir zundchst T € [z], ¥,y € [y] und Z € [z] so, dass

d([z], [y]) + d(ly), [2]) = |12 =gl + lly" - 2]

Die Translation T'(w) = w + (y — y') erhélt die Euklidische Norm und die
Aquivalenzklassen [], da § — ¢’ ein ganzzahliger Vektor ist. Daher gilt

d([z], [y]) +d(yl. []) = 17 -¥ll+ITW) - TE)|

1z =yl +ly—TE)

|z —T(Z)| = d([z], [2]).

Nun miissen wir noch einsehen, dass die Metrik d die Quotiententopologie er-

zeugt. Dazu iiberlegt man sich zunéchst, dass die Urbilder (kleiner) e-Bélle in
T™ Vereinigungen von e-Béllen in R™ sind. Ist umgekehrt U C T™ eine in der

Vv
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Quotiententopologie offene Menge und [x] € U, so ist #=!(U) offen in R™. Dann
existiert ein e > 0 mit B.(z) C 7~ 1(U) und fiir ¢ klein genug gilt

7(B:(z)) {eT" : lly—=ll <e}

— {uler : ut -l <}
yEly]

- wer o _mt-3 <} =BG

(@ y)€l=]x[y]
Die Abbildungen auf 7", die wir betrachten, sind von der Form
fa:Th =17, [z] — [Az],

wobei A € Gl(n,R) eine invertierbare Matrix mit ganzzahligen Eintrégen be-
zeichnet. Es folgt unmittelbar, dass f4 wohldefiniert ist, denn [z] = [y] ist dqui-
valent zu y — x € Z™, woraus A(y — z) = Ay — Az € Z" folgt, also [Az] = [Ay].
Die Stetigkeit von f4 sieht man wie folgt: Es gilt faoomr =m0 A. Ist U C T™ eine
offene Menge, so gilt deshalb 7= 1(f;'(U)) = A~} (z~'(U)) und letztere Men-
ge ist offen in R™. Nach Definition der Quotiententopologie ist deshalb auch
1 (U) offen

Man nennt eine Abbildung der Form f4 einen linearen Torusendomorphismus.
Ist fa invertierbar, so spricht man von einem linearen Torusautomorphismus.
Dies ist genau dann der Fall, wenn |det A| = 1. Dann hat auch A~! ganzzahlige
Eintriige und f;' = fa-1, denn faf ' ([z]) = fa[A™ 2] = [AA™ 2] = [2] (und
umgekehrt).

Wir wollen im Allgemeinen die Anzahl der Urbilder eines Punktes [z] € T"
unter f bestimmen. Eine Moglichkeit dies zu tun besteht in der Anwendung
der sogenannten Smith-Normalform (http://en.wikipedia.org/wiki/Smith_
normal_form) fiir Matrizen mit Eintrégen in einem Hauptidealringﬂ Dies liefert
zu gegebenem A € Z™*"™ Matrizen P,Q € Z™*™ mit Determinante ()1, so
dass D := PAQ Diagonalgestalt hat. Es folgt, dass fp = fp o fa o fo oder
fA = fp—l o fD o fol und damit

#fa'([2]) = #fo(fp' (fr([2]) = #f5 ([y])
mit [y] := fp([z]). Ist D = diag(a, ..., a,), so folgt
[Z]Gfgl([y]) = Qizi —Yi €24, 1=1,...,n.

Es gibt bis auf ganzzahlige Vielfache genau |o;| Losungen z; der obigen Glei-
chung, denn diese sind ja gegeben durch z; = (k + y;)/ay, & € Z, und

5 Alternativ kénnten wir den n-Torus auch als 7™ = S! x ... x S! (n Faktoren), versechen
mit der Produkttopologie, definieren.

SEin Hauptidealring ist ein Ring, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, d.h. ein Ideal, das
von einem einzigen Element erzeugt wird. Ein Beispiel ist der Ring der ganzen Zahlen. Die
Ideale sind hier gegeben durch kZ, k > 0.
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(i +yi)/a; = 1+ y;/a; = yi/a; mod 1. Die Menge f5'([y]) enthilt daher
genau [[I; |o;| = | det D| = | det A| Elemente. Also ist #f " ([z]) = | det A fiir
alle [z] € T™. Mit Hilfe dieser Uberlegung koénnen wir auch leicht die Anzahl
der n-periodischen Punkte fiir jedes n bestimmen. Wir betrachten die Gleichung
f2([z]) = [z] und stellen fest, dass dies dquivalent ist zu fan_z([z]) = [0]. Sind
die Eigenwerte von A dem Betrage nach verschieden von Eins, so folgt, dass
A™ — I Eigenwerte ungleich Null hatm und wir koénnen folgern, dass

#Per,, (f) = |det(A™ — I)] fiir alle n > 1.

In diesem Fall nennt man f4 auch einen hyperbolischen Torus-Endomorphismus.
Fiir einen solchen lédsst sich zeigen, dass die Menge der periodischen Punkte
dicht in T" liegt (Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 3). Ist zudem f, invertierbar,
so ist fa ein Beispiel fiir einen sogenannten Anosov-Diffeomorphismus. Diese
Diffeomorphismen spielen in der differenzierbaren Theorie dynamischer Systeme
eine wichtige Rolle. Ein spezielles Beispiel in Dimension 2 ist Arnold’s Cat Map
(siehe http://en.wikipedia.org/wiki/Arnold%27s_cat_map).

Spéter werden wir noch interessantere Beispiele topologischer dynamischer Sys-
teme kennenlernen, bei denen der Zustandsraum keine Mannigfaltigkeit, sondern
eine total unzusammenhéngende Menge ist. Aber zunéchst wollen wir die allge-
meine Theorie noch etwas weiter entwickeln und das Phinomen der Rekurrenz
studieren.

4 Rekurrenz

Zentral fiir das Verstdndnis der Dynamik auf kompakten Zustandsrdumen ist die
Beschreibung rekurrenten Verhaltens (lat. recurrere = zuriicklaufen, wiederkeh-
ren): Trajektorien kehren wieder beliebig nahe zu ihrem Anfangswert zuriick.
Wie wir sehen werden, ist ein solches Verhalten auf kompakten Rdumen un-
vermeidbar (anschaulich gesehen ist einfach nicht genug Platz vorhanden um
Rekurrenz zu verhindern)ﬂ Die stéarkste Form von Rekurrenz liegt vor auf der
Menge Per(f) der periodischen Punkte. Im Allgemeinen muss ein TDS aller-
dings keine periodischen Punkte haben, wie wir am Beispiel der irrationalen
Rotationen auf dem Einheitskreis sehen kénnen.

4.1 Definition: Sei (X, f) ein TDS. Ein Punkt x € X heiflt rekurrent, falls
x € w(z). Mit R(f) bezeichnen wir die Menge aller rekurrenten Punkte von f,
die rekurrente Menge von f E|

"Es wiirde auch reichen anzunehmen, dass es unter den Eigenwerten von A keine Einheits-
wurzeln gibt. In diesem und nur in diesem Fall hat f4 endlich viele n-periodische Punkte fiir
jedes n.

8Ein einfaches Beispiel, an dem man sieht, dass es ohne Kompaktheit keine Rekurrenz
geben muss, ist die Translation T : R™ — R™, T'(z) = « 4+ b mit b # 0.

9Manche Autoren meinen mit der rekurrenten Menge den Abschluss von R(f).
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4.2 Bemerkung: Die rekurrente Menge ist im Allgemeinen nicht abgeschlos-
sen. Ein Gegenbeispiel liefert die Zeltabbildung f : [0,1] — [0,1]. Wie wir
gesehen haben, liegen die schliefilich periodischen Punkte von f dicht in [0, 1],
und diese sind offensichtlich nicht rekurrent. Andererseits liegen auch die pe-
riodischen Punkte dicht in [0, 1], und diese sind rekurrent. Also folgt R(f) D

Per(f) = [0,1], aber R(f) # [0, 1] = R(f).

Um zu zeigen, dass die rekurrente Menge nichtleer ist, brauchen wir u.a. das
folgende Lemma iiber kompakte metrische Rdume. Wie der Beweis zeigt, gilt
die Aussage des Lemmas auch fiir kompakte topologische Raume.

4.3 Lemma: Es sei X ein kompakter metrischer Raum und {Cy}neca eine Fa-
milie abgeschlossener Teilmengen von X mit der Eigenschaft, dass der Schnitt
von jeweils endlich vielen Mengen C, nichtleer ist. Dann ist auch der Schnitt
Naca Ca aller dieser Mengen nichtleer.

Beweis: Wir nehmen an, der Schnitt (. 4 Co wire leer. Dann bildet das Men-
gensystem {C¢},e 4 eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, kénnen
wir eine endliche Teiliiberdeckung {C¢, ,...,Cg, } auswihlen. Dann ist jedes
z € X in einem der C,, nicht enthalten und daher auch nicht im Schnitt der
Cy,, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Das folgende Lemma ist bekannt als das Lemma von Zorn. Es ist dquivalent zum
Auswahlaxiom (siche http://de.wikipedia.org/wiki/Lemma_von_Zorn)).

4.4 Lemma: Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge, d.h. < ist eine Ord-
nungsrelation auf X (reflexiv, antisymmetrisch, transitiv). Ferner besitze jede
total geordnete Teilmenge von X (das ist eine Menge A C X, so dass stetsa < b
oder b < a fiir je zwei Elemente a,b € A gilt) eine obere Schranke. Dann hat X
ein maximales Element, d.h. ein Element x € X mit y < x fiir alley € X.

Natiirlich kann man im Lemma von Zorn auch von unteren Schranken und
minimalen Elementen sprechen, indem man die Umkehrrelation betrachtet.

4.5 Satz: Die rekurrente Menge R(f) ist nichtleer. Sie ist vorwértsinvariant,
und wenn f invertierbar ist, auch riickwértsinvariant.

Beweis: Wir beweisen zuniichst die Invarianz-Eigenschaften von R(f): Sei
xr € w(x), also f™ (z) — z fiir eine streng monotone Folge m,, — co. Dann
folgt f™(f(z)) = f(f™(x)) — f(x). Ist f invertierbar, so gilt dariiberhinaus
fre(f= @) = (@) = fH (@)

Der Beweis, dass R(f) nichtleer ist, ist nicht ganz trivial. Wir bezeichnen dazu
mit C die Familie aller nichtleeren abgeschlossenen vorwértsinvarianten Mengen
in X. Die Mengeninklusion liefert eine partielle Ordnung auf C (reflexiv, anti-
symmetrisch und transitiv). Schneidet man beliebige abgeschlossene vorwirtsin-
variante Mengen, so ist auch der Schnitt abgeschlossen und vorwértsinvariant.
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Daraus folgt, dass jede total geordnete Teilmenge von C eine untere Schranke
besitzt (Hier geht Lemma ein). Nach dem Lemma von Zorn hat C deshalb
ein minimales Element A, d.h. eine nichtleere abgeschlossene vorwértsinvarian-
te Menge ohne echte Teilmengen mit dieser Eigenschaft. Die Menge A hat die
Eigenschaft, dass w(z) = A fiir alle x € A gilt. Ansonsten wére w(z) eine Teil-
menge von A, die ebenfalls nichtleer, abgeschlossen und vorwiértsinvariant ist,
im Widerspruch zur Minimalitdt. Offensichtlich ist jeder Punkt z € A rekurrent,
also ist R(f) # 0. O

Aus dem obigen Beweis ergibt sich folgendes Korollar.

4.6 Korollar: Jedes TDS (X, f) besitzt eine minimale Menge, d.h. eine nicht-
leere, abgeschlossene vorwértsinvariante Menge A C X, die keine echte Teilmen-
ge mit diesen Eigenschaften besitzt.

Einen schwécheren Begriff von Rekurrenz erhélt man, wenn man nur fordert,
dass Punkte, die nahe bei z liegen, wieder in die Néhe von x zuriickkehren.

4.7 Definition: Sei (X, f) ein TDS. Ein Punkt x € X heiit wandernd, falls
eine Umgebung U von z existiert, so dass f*(U) NU = 0 fiir alle n > 1.
Andernfalls heiit x nichtwandernd und wir bezeichnen mit Q(f) die Menge
aller solchen Punkte, die nichtwandernde Menge von f.

4.8 Satz: Die nichtwandernde Menge Q(f) ist nichtleer, abgeschlossen und
vorwértsinvariant. Sie enthélt insbesondere alle w-Limesmengen und im in-
vertierbaren Fall auch alle a-Limesmengen. Ist (x,) eine Folge in X mit
f(xpy1) = x, fiir alle n, so liegt jeder Héaufungswert von (x,) in Q(f).

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass Q(f) alle w-Limesmengen enthilt. Da diese
nach Satz nichtleer sind, folgt automatisch, dass auch Q(f) nichtleer ist.
Sei y € w(z) fir ein x € X, und U eine Umgebung von y. Dann existieren
n >m > 1 mit f"(x), f™(z) € U. Daraus folgt f"(z) € f*~™({U)NU. Also
ist y € Q(f). Die Menge der wandernden Punkte ist offen, denn eine offene
“wandernden Umgebung” U von z ist auch eine wandernd fiir alle y € U.
Daher ist Q(f) abgeschlossen. Um die Vorwértsinvarianz zu zeigen, sei z € Q(f)
und y = f(z). Ist U eine offene Umgebung von y, so ist f~1(U) eine offene
Umgebung von z. Also existiert ein n > 1 und ein 2z € f*(f~1(U)) N f~1(U).
Dann gilt f(z) € U und z = f"(y) fiir ein y mit f(y) € U. Daraus folgt
f(z) = " y) = fM(f(y) € f*(U). Insgesamt gilt also f(z) € f*(U)NU,
womit die Vorwirtsinvarianz von Q(f) gezeigt ist.

Sei nun z € X Haufungswert einer Folge (x,,) mit f(x,+1) = ,. Dann existiert
eine Teilfolge (z,, ), die gegen z konvergiert. Sei U eine offene Umgebung von
z. Dann existiert ein ng > 1 mit x,,, € U fir alle n > ng. Es folgt z,,, =
Jrmermme (g, ) (fiir alle n > ng), also a,,, € UN fmrt1=™n(U). Daher gilt
z € Q(f). Im invertierbaren Fall folgt daraus, dass Q(f) alle a-Limesmengen
enthélt. (]
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4.9 Bemerkung: Die Definition der nichtwandernden Menge ldsst sich iterie-
ren. So kénnen wir rekursiv durch Q1 (f) := Q(f) und Q,,(f) := Q(fla,_,(s)) €i-
ne Folge von ineinander enthaltenen abgeschlossenen vorwértsinvarianten Men-
gen konstruieren. Wir konnen diesen Prozess sogar noch weiter iterieren, indem
wir die Rekursion erneut mit der Menge (,,~, 2, (f) starten. Meistens stabili-
siert sich der Prozess jedoch schnell.

4.10 Bemerkung: In der differenzierbaren Theorie dynamischer Systeme kann
man unter gewissen Voraussetzungen mehr iiber die Substruktur der nichtwan-
dernden Menge aussagen. Fiir sogenannte Aziom A Diffeomorphismen zerfillt
die nichtwandernde Menge in invariante Basismengen, auf denen sich der Dif-
feomorphismus chaotisch verhélt (in einem Sinne, den wir spéter noch prézise
machen werden).

Schlieflich wollen wir einen noch schwécheren Begriff von Rekurrenz einfiithren,
den der Kettenrekurrenz. Dazu miissen wir zuerst den Begriff einer e-Kette
einfiihren.

4.11 Definition: Sei (X,f) ein TDS und e > 0. Eine endliche Folge
(x1,29,...,2,) von Punkten in X mit n > 2 heifit e-Kette (oder e-Pseudo-
Trajektorie), falls d(f(x;),zi41) < € fir i = 1,...,n — 1. Ist &1 = x,, so
sprechen wir von einer periodischen e-Kette.

4.12 Definition: Sei (X, f) ein TDS. Ein Punkt © € X heifit kettenrekur-
rent, falls zu jedem € > 0 eine e-Kette (z1,...,x,) mit x1 = x,, = = existiert.
Die Menge aller kettenrekurrenten Punkte heifit die kettenrekurrente Menge
von f und wird mit C(f) bezejchnetm

4.13 Satz: Die kettenrekurrente Menge C(f) ist abgeschlossen und vorwiértsin-
variant.

Beweis: Die Abgeschlossenheit sicht man folgendermafien: Sei (x,,),>1 eine
Folge in C(f), die gegen ein x € X konvergiert. Wihlen wir § € (0,£/2) so klein,
dass d(f(x), f(zn)) < /2, falls d(z,z,) < 0 und n so grof, dass d(z,z,) < 0,
so erhalten wir aus jeder £/2-Kette von x,, nach z,, eine e-Kette von x nach z,
wenn wir z,, (also den ersten und letzten Punkt der Kette) durch z ersetzen.
Also gilt auch = € C(f).

Nun sei € C(f) beliebig. Um zu zeigen, dass f(z) € C(f), verwenden wir,
dass die stetige Abbildung f auf dem kompakten metrischen Raum X so-
gar gleichméflig stetig ist. Dann existiert zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass
d(f(w), f(2)) < ¢, falls d(w,z) < §. Nun sei (x1,x9,...,2,) mit 1 = x, = &
eine §-Kette. Wir betrachten die Kette (f(z1), f(z2),..., f(z,)). Dann gilt

d(f(zi),ziv1) <6 = d(f(f(x:)), f(zit1)) <e.

10Das C steht fiir “chain”.
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Also handelt es sich um eine e-Kette von f(z) nach f(z), woraus f(z) € C(f)
folgt. ]

4.14 Bemerkung: Dass C(f) sogar strikt vorwértsinvariant ist, werden wir
spéter sehen.

Der folgende Satz beschreibt den Zusammenhang der verschiedenen Arten von
Rekurrenz.

4.15 Satz: Fiir ein TDS (X, f) gelten die Inklusionen

Per(f) € R(f) € | wlz, f) cQ(f) cC(f).

reX

Dabei kann lediglich die erste Menge leer sein.

Beweis: Jeder periodische Punkt ist natiirlich in seiner eigenen w-Limesmenge
enthalten. Daher gilt die erste Inklusion. Die zweite Inklusion ist trivial und die
dritte folgt aus Satz Es bleibt zu zeigen, dass jeder nichtwandernde Punkt
kettenrekurrent ist. Das ist nicht schwer: Sei z € Q(f) und € > 0. Da f stetig
ist, existiert ein § € (0,¢), so dass d(f(z), f(y)) < e, falls d(x,y) < 0. Ferner
existiert ein n > 1, so dass f™(Bs(x)) N Bs(z) # 0. Also gibt es ein y mit

d(z,y) < 6 und d(f"(y),x) < é. Die Folge (z, f(y), f*(y),.... [" " (y),2) ist
dann eine e-Kette von x nach z, denn d(f(z), f(y)) < € wegen d(x,y) < § und

d(f(f"Hy)), =) = d(f"(y),z) <b <e. 0

Am Beispiel einer irrationalen Rotation auf S! sehen wir, dass die erste Inklusion
in obigem Satz strikt sein kann. Folgendes Beispiel zeigt, dass auch die letzte
Inklusion strikt sein kann.

4.16 Beispiel: Man betrachte folgende Matrix:

(31

Fiir die Potenzen dieser Matrix rechnet man leicht nach, dass

n_( 1 n
e=(31)

Die Matrix A induziert ein TDS auf dem Einheitskreis S! durch die Abbildungs-

vorschrift
Az

| Az

Dies kénnen wir auch schreiben als f4(w(z)) = 7(Az), wobei m : R?\{0} — S!,
x +— /| z||. Daraus ergibt sich

fa:St— st T

fa(r(z)) = m(A™z) fiir alle x € R*\{0}, n > 0.
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D2 p1

Abbildung 3: Die Dynamik der Abbildung fa

Die Abbildung fa ist invertierbar mit der Inversen f;l = fa-1. Wir wollen
zeigen, dass 2(f4) nur aus den Punkten (41,0)7 besteht, wohingegen C(f4) =
S!. Folgende Grafik veranschaulicht die Dynamik von f4: Die Punkte p; =
(1,0)T und py = (—1,0)T sind offensichtlich Fixpunkte. Jede Trajektorie, die
im oberen Halbkreis startet, konvergiert gegen p;, wohingegen jede im unteren
Halbkreis gegen py konvergiert. Dies siecht man wie folgt:

(e ()= () =) o (0) = ("),

Daran konnen wir sehen, dass Q(fa) = {p1,p2}. Allerdings kénnen wir von
jedem Punkt zu sich selbst eine e-Kette konstruieren, die einmal “im Kreis
lduft”. Starten wir z.B. im unteren Halbkreis, so laufen wir zunéchst eine echte
Trajektorie entlang bis wir nahe genug am Fixpunkt p, angelangt sind. Dann
iiberspringen wir diesen und laufen weiter im Kreis bis wir nahe genug bei
p1 sind. Diesen Punkt iiberspringen wir auch und laufen dann weiter entlang
derjenigen Trajektorie, die uns wieder zum Ausgangspunkt fiihrt.

Ob die anderen Inklusionen in obigem Satz auch strikt sein kénnen, werden
wir erst spiter sehen. Unser Ziel im Rest dieses Abschnitts ist es zu zeigen,
dass man mit Hilfe der kettenrekurrenten Menge eine Zerlegung des Zustands-
raums in Mengen mit dhnlichem aymptotischen Verhalten erhilt. Ohne viel
Mehraufwand kénnen wir etwas Allgemeineres beweisen. Dazu nehmen wir im
Folgenden an, dass f : X — X eine stetige Abbildung eines metrischen, aber
nicht notwendigerweise kompakten Raumes X ist. Wir werden das zugehorige
dynamische System auf kompakten aber nicht notwendigerweisen invarianten
Mengen K C X betrachten.

4.17 Definition: Sei K C X kompakt und z,y € K. Dann bezeichnet
Ch(x7 y? K7 67 f)
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die Vereinigung aller Punkte in e-Ketten, die in x starten, in y enden und aus
Punkten in K bestehen. Ferner definieren wir

ch(z,y, K, f) := () ch(z,y, K, &, f).
e>0

Die K-e-kettenrekurrente Menge von f ist
C(K,e,f) ={r e X : ch(z,x,K,e, f) # 0},

und die K-kettenrekurrente Menge von f ist

C(K, f):=[)C(K,e, f).

e>0

Oft lasssen wir in der Notation auch die Abbildung f weg, wir schreiben also
zum Beispiel ch(z,y, K, €).

4.18 Bemerkung: Mit diesen Bezeichnungen gilt offensichtlich C(X, f) = C(f)
fiir ein TDS (X, f).

4.19 Lemma: Ist ch(z,z, K,e) Nch(y,y, K,e) # 0, so folgt

ch(z,z, K,e) = ch(y,y, K,¢).

Beweis: Sei z € ch(z,z, K,e) Nch(y,y, K, ). Dann sind die Mengen
ch(z, z, K,¢), ch(z,z,K,¢), ch(y, z, K,e), ch(z,y, K,¢)

nichtleer. Sei ferner w € ch(y, y, K,¢). Man kann zwei Ketten verkniipfen, wenn
der Endpunkt der einen der Anfangspunkt der anderen ist. Es gibt Ketten von
x nach z, von z nach y, von y nach w, von w nach y, von y nach z und von
z nach z. Daher ist w € ch(z,x, K, ¢). Vertauschung von = und y liefert die
Behauptung. O

4.20 Definition: Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf C(K, f) durch x ~
y, falls es fiir jedes € > 0 eine periodische e-Kette in K gibt, die x und y enthélt.
Die Aquivalenzklasse ch(z,z, K, f) heift die K-Aquivalenzklasse von z. Die
Aquivalenzklassen heifien auch K-Basismengen.

Den Beweis, dass es sich um eine Aquivalenzrelation handelt, verlegen wir in die
Ubungen (siehe Aufgabe 3 auf Blatt 4). Unser Ziel ist jetzt zu beweisen, dass
eine kompakte Menge K in die stabilen Mengen (Definition siehe weiter unten)
der K-Basismengen und die Menge der Punkte, die K verlassen, zerlegt werden
kann. Dazu benétigen wir noch weitere Vorbereitungen.

4.21 Lemma: Sei e > 0 und z € X. Dann gibt es Umgebungen U, V und W

von z, f(x) und f*(z), so dass yo € U, y1 € V und yo € W impliziert, dass
(Yo, y1,y2) eine e-Kette ist.
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Beweis: Wir verwenden die Stetigkeit von f, um Umgebungen U und V zu
wéhlen, so dass f(U), V und f(V) jeweils in (¢/2)-Umgebungen von f(x), f(x)
und f?(z) enthalten sind. Dann wihlen wir W als die (£/2)-Umgebung von
f?(z). Die Behauptung folgt dann aus der Dreiecksungleichung. O

4.22 Lemma: Sei z € X mit O*(z) C K. Dann gilt fiir alle z € w(zx), dass
w(z) C ch(z, z, K).

Beweis: Setze z; := f7(z) und betrachte z, w € w(x). Wir zeigen, dass fiir jedes
€ > 0 eine e-Kette der Form

ZyTpy ey Tndmy Wy Tndm+425 -« - s Tnfmir, 2 (1)

mit n,m,r € N existiert. Dann folgt w € ch(z,2, K) und damit w(z) C
ch(z, z, K).

Wegen f(2) € w(x) gibt es ein n € N mit d(f(z),z,) < e. Also bilden z, z,, eine
e-Kette. Wegen w € w(x) und der strikten Vorwértsinvarianz von w(z) gibt es
ein u € w(z) mit f(u) = w. Nach Lemma [4.21| kénnen wir Umgebungen U, V, W
von u, f(u), f2(u) wihlen, so dass je drei Punkte aus diesen Umgebungen eine
e-Kette bilden. Wegen u € w(z) gibt esm € Nmit &4y, € U und zpypmi2 € W.
Daher bilden

Zy&my ey Tptmy Wy Tntm+2

eine e-Kette. Wegen z € w(x) gibt es ein r mit d(z, ptmirs1) < €. Daher ist
(1) eine e-Kette. O

4.23 Lemma: Fiir jedes w € K ist R := ch(w,w, K) eine kompakte strikt
vorwdartsinvariante Menge in K.

Beweis: Fiir die Kompaktheit von R reicht es zu zeigen, dass R abgeschlossen
ist. Sei also « ein Haufungspunkt von R. Dann gibt es ein y € R mit d(z,y) < /2
und d(f(z), f(y)) < £/2. Wegen y € R gibt es eine (g/2)-Kette

Yo, s Yr—1,Yrs Yr41,5- -+, Ys,

mit yp = ys = w und y, = y. Dann ist

Yos -+ s Yr—1 T3 Yr+15-- -5 Ys

eine e-Kette in K. Daher ist x € R und R also abgeschlossen.

Als néchstes, beweisen wir, dass f(R) C R: Sei « € R. Es reicht zu zeigen, dass
f(z) € ch(w,w, K, ¢) fiir alle € > 0. Zuniichst ist klar, dass f(z) € K, weil sonst
eine Umgebung von f(z) leeren Schnitt mit K hat und daher alle Ketten durch
x (fiir hinreichend kleine ¢) die Menge K verlassen. Wihle nun 6 < £/2 so, dass
d(u,v) < ¢ und u,v € K impliziert, dass

d(f(u), f(v)) < 5 und d(f*(u), f*(v)) <

| ™
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Wihle eine 0-Kette yo,...,Yn, ..., Ym in K mit yo, ym = w und y, = . Wegen
A(f(Yn), Yn+1) < 0 gilt dann

d(f2(x)a yn+2) é d(fQ(yn)a f(ynJrl)) + d(f(yn+1)7 yn+2) <e.

Dabher ist
Yo, -+ -y Yn = xaf(x)ayn—i-%-“aym

eine e-Kette in K und f(x) € ch(w,w, K, ¢).

SchlieBlich zeigen wir die umgekehrte Inklusion R C f(R): Sei x € R. Fiir jedes
n € N wihle eine (1/n)-Kette

(n) (n) (n)
yo 7"'7yk,(n)7"'aym(n)

mit y(()") = yf;()n) = w und z = y,(c?i) Wegen der Kompaktheit von K kon-

vergiert eine Teilfolge y,i?’;”ri)fl gegen ein y € K. Da f(yl(;(ljl)fl) — x, folgt
f(y) = . Kénnen wir jetzt noch zeigen, dass y € R, so folgt R C f(R). Dazu
beachtet man, dass ch(w,w, K,1/n) C ch(w,w, K,1/1) fiir n > [. Daraus folgt

y,i?g:i)_l € ch(w,w, K,1/1) fir alle I € N und n,, > . Dann kénnen wir fiir
(n'm)

hinreichend grofie m in der entsprechenden (1/n,,)-Kette den Punkt Yi(mo)—1
durch y ersetzen und erhalten eine (1/1)-Kette

(TLNL) (nm,) (n'm) _ (n'm) (nm)
yO P 7yk(nm)_27 y7 yk(nm) =, yk(nm)_;'_l) R} ym(n)

Wir wihlen hierzu n,, > 2[ so groB, dass d(yl(c?;:i)fl’ y) < 1/(2l). Dann folgt

d(F i)y —2)9) < AW ) Uiy —) + Ay w) < 7+ 57 = 7

und natiirlich ist d(f(y),x) = 0. Daher ist y € ch(w,w, K, 1/1) fiir alle | € N,
also in R. 0

Nun kénnen wir Conley’s Dekompositionstheorem beweisen, das manchmal
auch als Fundamentaltheorem der dynamischen Systeme bezeichnet wird. Da-
zu miissen wir noch die stabile Menge einer abgeschlossenen Menge Y C X
definieren:

W(Y) := {x eX : 12{/ d(f™(x), f*(y)) = 0 fiir n — oo} .
Yy
Wir werden im Folgenden die Mengen
WY, K) := {w eWs(Y) : Of(z) C K}

betrachten, wobei Y eine K-Basismenge ist. Wir nennen W*(Y, K) die K -stabile
Menge von Y.
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4.24 Theorem: Jede K-Basismenge ist strikt vorwértsinvariant und K ist die
disjunkte Vereinigung der K-stabilen Mengen der K-Basismengen zusammen
mit der Menge der Punkte in K, deren Trajektorie K verlésst.

Beweis: Nach Lemma [{:23] sind die K-Basismengen strikt vorwértsinvariant.
Jeder Punkt x mit O*(z) C K ist in der stabilen Menge seiner w-Limesmenge
enthalten. Dies zeigt man durch einen Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, es
existiert eine Teilfolge (1,)m>1 und ein 6 > 0, so dass

d(f™ (@), [ (@) 20 fialle m > 1, y € w(a).

Da die Folge f™m(x) selbst wieder eine konvergente Teilfolge hat, die gegen
ein y € w(z) konvergiert, ist dies ein Widerspruch. Nach Lemma ist w(z)
enthalten in einer K-Basismenge. Je zwei K-Basismengen R und S sind disjunkt
und kompakt und haben daher eine positive Distanz. Deshalb sind ihre K-
stabilen Mengen disjunkt, denn die Trajektorie eines Punktes x kann sich dann
nicht zugleich Trajektorien in R und Trajektorien in S anndhern. Folglich wird
K wie behauptet partitioniert. O

Interpretation: Jede Trajektorie, die in einer kompakten Menge K startet,
verliasst entweder K oder lduft schliefilich gegen eine K-Basismenge, die ihre
w-Limesmenge enthilt. Das Langzeitverhalten von Trajektorien in K ist durch
die K-kettenrekurrente Menge bestimmt.

4.25 Korollar: Sei (X, f) ein TDS. Dann ist C(f) die disjunkte Vereinigung
kompakter strikt vorwiértsinvarianter Mengen. Insbesondere ist C( f) selbst strikt
vorwértsinvariant.

5 Symbolische Dynamik

In diesem Abschnitt werden wir eine grofle Klasse von weiteren Beispielen fiir
TDSe kennenlernen. Diese Beispiele haben eine sehr wichtige Bedeutung in der
Theorie der dynamischen Systeme, da sie als Modelle fiir viele andere Systeme
dienen.

Bis jetzt haben wir nur Beispiele betrachtet, in denen der Zustandsraum eine
(berandete) Mannigfaltigkeit ist, d.h. lokal so aussieht wie der R™. Die Zu-
standsrdume, die wir im Folgenden betrachten, sind ganz anderer Art, ndmlich
total unzusammenhéngend und perfekt, d.h. die Zusammenhangskomponenten
sind alle einelementig und jeder Punkt ist ein Hiufungspunkt.

Fiir jede ganze Zahl N > 2 betrachten wir die Menge
XN = {17,N}

Mit der diskreten Topologie wird X zu einem kompakten metrischen Raum.
Eine Metrik ist gegeben durch é(x,y) = 1 fiir  # y und 6(z,z) = 0. Nun
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betrachten wir die Produktriume Yy := X% und Sy 4 = X]R\I,O. Nach dem
Satz von T ychonoﬂfﬂ sind ¥y and Xy 4, versehen mit der Produkttopologieﬂ
kompakte topologische Rdume. Fiir jedes A > 1 definieren wir

6(zg,y
d)\(l',y) = Z%a T,y € EN7
keZ
6(zg,y
dA,-i—(xvy) = Z %7 T,y € EN,-&-'
keNy

5.1 Satz: (Xn,d)) ist ein metrischer Raum, homéomorph zu ¥y mit der Pro-
dukttopologie. Die analoge Aussage gilt fiir (X 4,dx +)-

Beweis: Offensichtlich gilt dy > 0. Ferner gilt d) < oo, da aus A > 1 und den
Eigenschaften der geometrischen Reihe folgt, dass

6(xk7yk) 1 I
> i <2 (x) <
kEZ keZ

Positiv-Definitheit, Symmetrie und die Dreiecksungleichung folgen unmittelbar
aus den entsprechenden Eigenschaften von 4.

Seinun U C X 4 eine offene Subbasismengﬂin der Produkttopologie, d.h. das
Urbild einer offenen Menge in Xy unter einer der Projektionen pry :z +— g,
ko € Ny. Sei x € U beliebig und € := 1/(2A*0). Dann gilt

L R (N
woraus &, = Y, folgt. Dies zeigt, dass es einen offenen Ball um x gibt, der in U
enthalten ist. Folglich ist U offen beziiglich dy ;. Betrachte jetzt einen offenen
Ball B (z) fiir ¢ > 0 und z € Xy 4. Definiere U := ()}_¢ pry *(zx) fiir n € N
mit Y., A% < &. Dann ist U offen in der Produkttopologie, da U der endliche
Durchschnitt von Subbasismengen ist. Die Menge U besteht aus allen Folgen y

mit yr = xp fiir K =0,...,n — 1. Dies liefert
§(Th, Uk) = 0(ThsUk) o= 1
do(my)=) == —p <D yp<c
keNg k=n k=n

Daher ist U eine offene Umgebung von x, enthalten in B (x). Dies zeigt, dass
metrische Bélle offen in der Produkttopologie sind. Folglich induziert d 4 die
Produkttopologie. Den Beweis fiir ¥ fithrt man analog. O

!1Giehe http://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Tychonoff.

12Zur Erinnerung: Sind X;, ¢ € I, topologische Raume, so ist die Produkttopologie auf
X = T;e; Xi die kleinste Topologie, so dass alle Projektionen X — X, (x;)ier > x;, stetig
sind.

13Zur Erinnerung: Ist X ein topologischer Raum, so heifit ein Mengensystem S offener
Mengen in X eine Subbasis der Topologie von X, falls jede offene Menge in X die Vereinigung
endlicher Schnitte von Mengen in § ist.

28


http://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Tychonoff

Wir haben damit auf den Rdumen Xy  und Xy jeweils eine ganze Klasse von
Metriken zur Verfiigung, die wir je nach Zweck einsetzen koénnen.

5.2 Lemma: Fiir alle z,y € X 4 gilt:

(i) Falls xj, =y, fir k=0,...,n, dann ist da 4 (z,y) < 27"

(ii) Falls da 4 (x,y) < 27", dann ist xp, = yy, fiir k =0,...,n.
Beweis: Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 5. O

5.3 Definition: Ein metrischer Raum (X, d) heifit perfekt, falls alle Punkte
in X Haufungspunkte sind, d.h. jede Umgebung U eines Punktes x € X enthéilt
mindestens zwei (und damit unendlich viele) Elemente. Der Raum (X, d) heilt
total unzusammenhingend, falls alle Zusammenhangskomponenten von X
einelementig sind.

5.4 Satz: Die Rdume ¥ und X 4 sind kompakt, perfekt und total unzusam-
menhéngend.

Beweis: Kompaktheit folgt aus Satz @ Um zu zeigen, dass X 4 keine isolier-
ten Punkte hat, betrachten wir fiir gegebenes z € £y 4 die Folge (2"),en von
Folgen z" = (})en,, so dass fiir jedes n € N gilt: 2! = 2% fiir k =0,...,n — 1
und z} # z;, fiir alle kK > n. Dann gilt

oo

dy+(z",2) = Z % — 0 fir n — oc.
k=n

Dies zeigt, dass z nicht isoliert ist und daher X 1 perfekt. Ein &hnliches Argu-
ment funktioniert fiir ¥ . Dass Yy 4+ total unzusammenhéngend ist, zeigt man
am einfachsten mit Hilfe der Produkttopologie. Seien z,y € ¥ 4 zwei verschie-
dene Elemente. Dann gibt es ein k mit i := x, # y. Die Mengen U := prgl(i)
und V= U pry ' (j) sind als Urbilder offener Mengen in Yy ; offen, und
offensichtlich disjunkt. Ihre Vereinigung ist ¥  und es gilt x € U, y € V. Also
liegen x und y in verschiedenen Zusammenhangskomponenten. Der Beweis fiir
Yy funktioniert analog. O

5.5 Bemerkung: Bis auf Homdomorphie gibt es iiberhaupt nur einen metri-
schen Raum, der die drei oben genannten Eigenschaften hat (kompakt, perfekt,
total unzusammenhingend). Ein weiteres Beispiel, das wir spéter noch kennen-
lernen werden, ist die sogenannte (Mittel-Drittel) Cantor-Menge.

5.6 Definition: Auf ¥y und Xy 4 definieren wir die Shift-Abbildung

ON,(+4) * BN, () — ZN,(4)> ON,(+) () =y mit yx = x4 fiir alle k.
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Die Shift-Abbildung schiebt also die Folgenglieder alle um einen Index weiter
nach links. Im Falle von on 4 geht dabei das erste Folgenglied verloren.

5.7 Satz: oy : ¥ny — X ist ein Hom6omorphismus und oy 4+ : Xy .+ — XN +
eine stetige Surjektion.

Beweis: Die Umkehrabbildung von oy ist der Rechts-Shift (z)rez +—
(rk—1)kez. Die Surjektivitdt von oy 4 ist offensichtlich. Fiir beliebige z,y €
YN+ erhalten wir

J : ,
dr(on+ (), on 4 (y)) = Z (xkﬂ ykﬂ <A Z xk yk = Adx(z,y).
k€N, k€No

Dies zeigt, dass o + in der Tat Lipschitz-stetig beziiglich dy ist. Betrachte nun
den Shift opn:

5 b b
d)\(O'N(l')7UN(y)) _ Z ($k+1 yk+1 +Z $k+1 yk+1
k<0 k>0
(@, Yr) Sk, yk)
- Z N—k+1 +Z N1
k<0 k>1
_ 1 xk7yk: mkayk
= MDY E +AZ o
k<0
S )\d)\(xvy)

Dies zeigt, dass auch oy Lipschitz-stetig ist. Da (X, dy) ein kompakter metri-
scher Raum ist, folgt, dass oy ein Homotomorphismus ist. O

Um die Dynamik der Shift-Abbildungen besser zu verstehen, fithren wir einen
weiteren Begriff ein.

5.8 Definition: Sei (X, f) ein TDS. Dann heifit f positiv expansiv, falls es
ein § > 0 gibt, so dass aus d(f"(x), f*(y)) < 0 fiir alle n > 0 folgt, dass x = y.
Ist f invertierbar, so heifit f expansiv, falls es ein § > 0 gibt, so dass aus
d(f™(x), f*(y)) < 9 fiir alle n € Z folgt, dass x = y.

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns im Folgenden auf das invertierbare
System (X, o) und merken nur an, dass alle Aussagen auch in analoger Form
fir (Xn +,0n,+) gelten.

5.9 Definition: FEine Menge der Form

Znh ,nk :—{{EEEN DTy, = fﬁri:L...,k}

.....

mit ny,...,ng € Z und a,...,ar € Xy heifit Zylindermenge. Die Mengen
VA {r ey : x;=q; fiiri=—n,...,n}

heiflen symmetrische Zylindermengen.
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5.10 Lemma: Sei X eine Menge und & C P(X) ein System von Teilmengen
von X, deren Vereinigung X ist. Dann ist die Menge aller Vereinigungen endli-
cher Schnitte von Elementen von S eine Topologie auf X .

Beweis: Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 6. O

5.11 Lemma: Jede Zylindermenge ist offen und enthélt eine symmetrische
Zylindermenge. Die Zylindermengen bilden eine Basis der Topologie von Xy,
d.h. jede offene Menge in Y ldsst sich als Vereinigung von Zylindermengen
schreiben.

Beweis: Es gilt
k
it

woraus wir ersehen, dass es sich tatséchlich um offene Mengen handelt. Wahlen
wir n = max;=1, 7|, so enthélt die Zylindermenge Z"lg: eine symme-
trische Zylindermenge der Form Zy =~ 5 mit 5,, = «a; fiir ¢ = 1,... k. Die
Produkttopologle auf Xy war definiert als die kleinste Topologie, so dass die
Mengen pr;!(A4), A C Xy, offen sind. Da alle Mengen in Xy offen sind und
pr, ' (A) = Ugea pry,*(a), erhilt man dieselbe Topologie, wenn man nur fordert,
dass die Mengen pr;,!(a), a € Xy, offen sein sollen. Nach Lemma ist das
Mengensystem, das aus allen Vereinigungen von endlichen Schnitten der Men-
gen pr,, ' (a) besteht, eine Topologie. Diese endlichen Schnitte sind aber gerade
die Zylindermengen, also bilden diese eine Basis der Topologie. O

5.12 Satz: Es gelten folgende Aussagen:

(i) on hat genau N™ n-periodische Punkte fiir jedes n € N.
(ii) Die Menge der periodischen Punkte Per(oy) liegt dicht in Xy .

(iii) on ist expansiv.

Beweis: Zu (i): Die n-periodischen Punkte von oy sind genau die n-

periodischen Folgen (...,&1,...,&pn, &1, .., &y, T1,...,Tn,...). Bs gibt offen-
sichtlich N™ solche Folgen. Zu (ii): Nach Lemma reicht es zu zeigen, dass
jede symmetrische Zylindermenge Z7, « = (—au,...,qy), einen periodischen

Punkt enthilt. Die (2n 4 1)-periodische Folge x mit z; = o fiir i = —n,...,n
liegt offensichtlich in Z7. Zu (iii): Sei 6§ = 1/2. Falls dx (o (), 0% (y)) < ¢ fiir
alle n € Z, dann gilt

Sowse) < 37 2] g (o (0 o () < 172
€z Al

und daher xj = y; fiir alle k € Z. O
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5.13 Definition: Sei S C Xy eine nichtleere abgeschlossene Menge mit
on(S) = S. Dann nennen wir (S, on|s) einen Subshift oder ein symbolisches
dynamisches System.

5.14 Bemerkung: Die dynamischen Eigenschaften unterschiedlicher Subshifts
konnen sich sehr stark voneinander unterscheiden. Die Subshifts liefern eine
grofle Klasse von Beispielen und Gegenbeispielen in der Theorie der dynamischen
Systeme.

Wir wollen nun eine spezielle Klasse von Subshifts einfiihren, die sich durch
Matrizen beschreiben lassen.

5.15 Definition: Sei A = (a;;) eine N x N-Matrix mit a;; € {0,1} fiir 1 <
1,j < N. Dann nennen wir A eine Transitionsmatrix, falls

(1) Zij\ilaij >1firj=1,...,N und
(2) Y ay>1firi=1,..N.
5.16 Definition: Fiir eine N x N-Transitionsmatrix A = (a;;) definieren wir
Sa:={z €Iy |y, =1 fiirallek €Z}.

5.17 Satz und Definition: Die Menge ¥ 4 ist nichtleer, abgeschlossen und
strikt vorwértsinvariant. Folglich ist 04 := on|x, ein Subshift, ein sogenannter
Subshift von endlichem Typ oder eine topologische Markov-Kette.

Beweis: Aus der Definition von Transitionsmatrizen folgt, dass es mindestens
eine Folge = € Y 4 gibt, da jede Zeile und jede Spalte mindestens eine Eins
enthélt. Wir konnen ein Element x € ¥4 folgendermaflen konstruieren: Wir
setzen xg := 1. Dann gibt es ein z; € Xy mit a1,, = 1. Weiter gibt es ein
x9 € Xy mit az, ., = 1. So erhalten wir eine Folge (21, x2, 23, ...). Da die erste
Spalte von A ungleich Null ist, gibt es ferner ein z_; mit a,_,1 = 1. Dann gibt es
ein £_o mit a,_,,_, = 1. Es ist dann die Folge = (z;);ez ein Element von 3 4.
Aus der Definition von $4 folgt, dass a4 = ez by, ({1}) fiir by : Sy — R,
T > Qg 0, - Die Abbildung hy, ist stetig, da sie lokal konstant ist. Ist ndmlich
der Abstand zweier Folgen z,y € X klein genug, so stimmen die ersten k + 1
Folgenglieder von 2 und y iiberein (siehe auch Lemma. Dies zeigt, dass ¥4
als Schnitt von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen in ¥ ist. Offensichtlich
bildet o die Menge ¥ 4 in sich selbst ab. Um zu zeigen, dass o4 surjektiv ist,
sei © € ¥ 4 beliebig gewahlt. Wir definieren y durch yi41 := zy fiir alle k € Z.

Nach Konstruktion gilt ox(y) = #, und offensichtlich ist y € ¥ 4. O
5.18 Definition: Sei A = (a;;) eine Transitionsmatrix. Ein n-Tupel x =
(zoy...,xp—1) mit x; € {1,..., N} heifit Wort der Lange n. Das Wort z
heifit zuldssig, falls az, 4, , = 1 fiir k =0,...,n — 2. Insbesondere ist fiirn =1

jedes Wort zuléssig.
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5.19 Bemerkung: Andere Interpretation: Wenn man die Elemente von Xy =
{1,..., N} mit Punkten p1,...,pn identifiziert und den Punkt p; mit p; durch
einen Pfeil verbindet, falls a;; = 1, erhélt man einen Graphen G4 mit N Ecken
und einer gewissen Zahl von orientierten Kanten (Markov-Graph). Eine Folge
von Ecken in diesem Graphen nennen wir zuléssig, falls je zwei aufeinanderfol-
gende Ecken durch einen Pfeil (= orientierte Kante) verbunden sind. Ein Punkt
in ¥4 entspricht einem beidseitig unendlichen Pfad in G4 mit einem ausge-
zeichneten Ursprungspunkt. Die Anwendung der topologischen Markov-Kette
0 4 entspricht einer Verschiebung des Ursprungs zur néchsten Ecke.

5.20 Lemma: Sei A eine Transitionsmatrix und k > 0. Es gelte (Ak)ij = p.
Dann gibt es p zuldssige Worter der Léinge k + 1, die mit ¢ beginnen und mit j
enden.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach k: Fiir k = 0 gilt A*¥ = I und
jedes Wort (wp) der Linge k + 1 = 1 beginnt und endet mit wy. Daher gilt die
Aussage fiir £ = 0. Nun sei

n(k,i,j) := # {w | Wort der Linge k + 1 mit wy = ¢ und wg, = j}.

Jetzt nehmen wir an, dass die Behauptung fiir £k — 1 stimmt. Dann folgt

—

k *) Z
(A )ij = Qis1Asysp """ Asp_yj

51,8258k —1

E E Qisy "+ Asp_psp_1 | Dsp_1j

Sk—1 \S1,--;Sk—2

Z n(k - la Z.a Sk—l)ask,lj = n(ka Za])

Sk—1

15>

Die Gleichheit (%) zeigt man ebenfalls mittels Induktion. Damit ist der Beweis
abgeschlossen. O

5.21 Definition: Sei (X, f) ein TDS mit der Eigenschaft, dass die Anzahl der
n-periodischen Punkte fiir jedes n > 1 endlich ist. Dann definieren wir

p(f) := limsup 1 log max {1, # Per,,(f)},

n—oo N

wobei # Per,,(f) die Anzahl der Elemente von Per,(f) bezeichnet.

Die Grofle p(f) ist die exponentielle Wachstumsrate von # Per,, (f). Wichst
# Per,,(f) asymptotisch wie Ce®”, o > 0, so gilt p(f) = «, wenn wir fiir log
den natiirlichen Logarithmus wihlen. Grundsétzlich ist die Wahl der Basis des
Logarithmus unerheblich. Spéter werden wir den Logarithmus zur Basis 2 ver-
wenden.
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5.22 Definition: Eine Transitionsmatrix A = (a;;) € RVN*N heifit transitiv,
falls ein m > 1 existiert, so dass alle Eintrage von A™ positiv sind. Wir nennen
04 transitiv, falls A transitiv ist.

Als Hilfsmittel um den folgenden Satz zu beweisen, benttigen wir den Satz von
Perron-Frobenius, der z.B. in Katok und Hasselblatt [7, Thm. 1.9.11] bewiesen
wird.

5.23 Satz (Perron-Frobenius): Sei A eine reelle N x N-Matrix mit nichtne-
gativen Eintrédgen, so dass alle Eintrdge von A™ fiir ein n > 1 positiv sind. Dann
hat A (bis auf skalare Vielfache) einen eindeutig bestimmten Eigenvektor mit
nichtnegativen Eintrédgen. Dartiberhinaus gilt, dass der zugehérige Eigenwert
einfach und positiv ist, und gréfier als die Betrédge aller anderen Eigenwerte.

5.24 Lemma: Sei A eine Transitionsmatrix, so dass alle Eintrdge von A™ po-
sitiv sind. Dann sind auch fiir jedes n > m alle Eintrédge von A™ positiv.

Beweis: Wir gehen induktiv vor und nehmen an, dass (A™);; > 0 fiir alle 4, j

und ein fest gewiihltes n > m. Dann gilt (A"*1);; = iV:_Ol(A")ikakj > 0,
da ap; = 1 fiir mindestens ein k& nach der Definition von Transitionsmatrizen.

O
5.25 Satz: Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) #Pery(o4) = Spur A* fiir jedes k € N.

(ii) Ist A transitiv, so gilt

1

p(oa) = lim —log# Pery(o4) =logr(A4),
k—oo k

wobei r(A) der Spektralradius von A ist (d.h. der Betrag des betrags-

groBten Eigenwerts).

Beweis: Zu (i): Ein k-periodischer Punkt von o4 ist eine k-periodische Fol-
ge in ¥4, d.h. eine Folge der Form (...,zg,21,...,25—1, %0, T1,...), SO dass
(zo,21,...,Tk—1,T0) zuldissig ist. Folglich gilt nach Lemma dass

N

N
# Pery, (04) = Zn(k, i,i) = Z(Ak)ii = Spur A*.

=1 =1

Zu (ii): Seien Aq,..., Ay die Eigenwerte von A (wobei diese je nach Vielfach-
heit mehrfach auftreten konnen). Sei A\; ein Eigenwert mit |Aq| > |\ fiir
i=1,...,N, dh. r(A) = |A\1|. Wir wollen zeigen, dass |A;] > 1. Dazu neh-
men wir an, das Gegenteil wire wahr. Dann gilt |A\;] < 1 fiir i = 1,..., N,
woraus folgt, dass

lim Spur A% = ()\’f+--~+)\§“\,) =0.
k—o0

lim
k—o00
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Da Spur A* € Ny, erhalten wir Spur A* = 0 fiir alle k > ko, wobei kg hinreichend
grof gewihlt ist. Daraus folgt, dass jeder Diagonaleintrag von A* Null ist fiir
alle k > ko, was wegen der Transitivitdt und Lemma[5.24] nicht moglich ist. Aus
dem Lemma folgt auBerdem, dass Spur A¥ > 0 fiir alle hinreichend groBen k.
Fiir diese k folgt

log # Pery(o4) = logSpur A*
log()\]f+~-~+)\§“\,)

A\ " v\
— e (e (32) e (32)

= klogr(A)+ log

A\ )"
1 22 2N
H(2) o (3
Nach dem Satz von Perron-Frobenius ist A; reell und es gilt Ay > |\;| fiir

i =2,...,N. Daraus folgt, dass die Terme (\;/\;)" fiir i > 2 gegen Null kon-
vergieren. Also folgt

. 1 A2 F AN g .
Dies liefert mit Spur A* > 1 fiir alle k > ko, dass
. 1
p(ca) = limsup z logmax{1,# Pery(ca)}
k—o0

1
= limsup Z log # Pery(c4)

k—o0

= lim 1logaééperk(im) = logr(4A),
k—o0 k‘

was den Beweis von (ii) abschlieft. O

Topologische Markov-Ketten kénnen mit Hilfe ihrer Rekurrenz-Eigenschaften
klassifiziert werden. Im Folgenden wollen wir nur die Markov-Ketten mit den
stiarksten Rekurrenz-Eigenschaften beschreiben (mehr in den Ubungen).

5.26 Satz: Falls A transitiv ist, so liegen die periodischen Punkte von o 4 dicht
in EA.

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass der Schnitt jeder Zylindermenge mit X4
einen periodischen Punkt enthilt, sofern er nichtleer ist. Denn diese relati-
ven Zylindermengen bilden eine Basis der Topologie von 3 4. Wenn ein solcher
Schnitt nichtleer ist, dann enthélt er eine relative symmetrische Zylindermenge
Z§7A =Y,NZk k>1und a = (a_y,...,ar). Dann ist a ein zulissiges Wort
der Lange 2k + 1, d.h. ag,a,,, = 1 fiir i = —k, ...,k — 1. Es reicht daher zu zei-
gen, dass jede der Mengen Zg 4 einen periodischen Punkt enthélt. Wegen der
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vorausgesetzten Transitivitdt kénnen wir m so wéhlen, dass (A™)aa_, > 0.
Dies bedeutet nach Lemma dass es ein zuldssiges Wort der Lange m + 1
gibt, das mit aj beginnt und mit a_; endet. Indem man dieses Wort hinten
an das Wort « anfiigt, kann man « erweitern zu einem zuléssigen Wort der
Lange 2k +m + 1, das mit a_; beginnt und endet. Wiederholt man dieses Wort
periodisch, so erhdlt man einen periodischen Punkt in qu A g

6 Topologische Mischungseigenschaften und
Chaos

In diesem Abschnitt wollen wir weitere Eigenschaften dynamischer Systeme
einfithren und untersuchen, die man im Allgemeinen verwendet um chaotische
Dynamik zu charakterisieren. Zwei dieser Eigenschaften haben wir bereits ken-
nengelernt: Die Dichtheit der periodischen Punkte im Zustandsraum (z.B. Zel-
tabbildung) und die Existenz von Orbits, die dicht im Zustandsraum liegen
(z.B. irrationale Rotationen). Letztere Eigenschaft ldsst sich auch noch anders
beschreiben. Dass eine Trajektorie jedem Punkt des Zustandsraums beliebig na-
he kommt, bedeutet, dass das dynamische System den Zustandsraum beliebig
“durchmischt”. Als Motivation der folgenden Definition kann man auch die bei
physikalischen Systemen immer vorhandenen Messfehler betrachten, aufgrund
derer man statt der Trajektorie eines Punktes eher die einer offenen Umgebung
dieses Punktes betrachten sollte.

6.1 Definition: Sei (X, f) ein TDS. Die Abbildung f heifst

(i) topologisch transitiv, falls fiir jedes Paar (U, V') nichtleerer offener Teil-
mengen von X ein n > 1 existiert, so dass f"(U)NV # 0,

(ii) topologisch mischend, falls fiir jedes Paar (U,V) nichtleerer offener
Teilmengen von X ein n > 1 existiert, so dass f™(U) NV # 0 fiir alle
m > n,

(iii) topologisch exakt, falls fiir jede nichtleere offene Teilmenge U C X ein
n > 1 existiert mit f*"(U) = X.

6.2 Bemerkung:

(1) Es gelten offensichtlich die Implikationen “topologisch exakt” = “topolo-
gisch mischend” = “topologisch transitiv”.

(2) Ein topologisch transitives System hat keine abgeschlossenen vorwirt-
sinvarianten Teilmengen mit nichtleerem Inneren auffer dem ganzen Zu-
standsraum X, denn wire A eine solche Menge, so wiirde f™(A4°) N
(X\A) = 0 fiir alle n > 1 gelten.
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(3) Durch Vertauschung der Mengen U und V kann man topologische Tran-
sitivitdt auch so beschreiben: Fiir jedes Paar (U, V') nichtleerer offener
Mengen in X gibt es ein n € N mit f~"(U)NV # (.

(4) Ist f topologisch transitiv, so ist f surjektiv. Andernfalls wiirde f™(U) N
V' = 0 fiir die nichtleere offene Menge V := X\ f(X) und alle n > 1 gelten.

Um den folgenden Satz iiber topologische Transitivitit zu beweisen, benttigen
wir ein Hilfsmittel aus der Topologie, den sogenannten Baire’schen Kategorien-
satz.

6.3 Lemma: Sei (X,d) ein vollstdndiger metrischer Raum. Ist dann {Op, }nen
ein abzédhlbar unendliches System offener dichter Teilmengen von X, so liegt
auch der Schnitt (1, .y Op dicht in X.

Beweis: Sei M := (), .y On. Wir miissen zeigen, dass fiir jede nichtleere offene
Menge U C X der Schnitt U N M nichtleer ist. Weil O; dicht in X liegt, ist
die Menge U N O nichtleer. Da O; auch offen ist, gibt es einen offenen Ball
B, (x1) C UNO;. Da Oy dicht in X liegt, ist der Schnitt Be, (x1) N O2 nichtleer.
Also gibt es o € B, (z1) N O2 und €9 > 0 mit

- - €
BEQ<$2) C BE1 (xl), BEZ(CL‘Q) C 02 und e < ?1

So konstruiert man induktiv eine Folge B, (z,) mit folgenden Eigenschaften:

(1) Be, ., (xns1) C Be, (x,) C U fiir alle n € N.
(2) &, — 0 fiir n — oco.

(3) B.,(z,) C O, fiir alle n € N.

Da ¢, — 0, bilden die Mittelpunkte dieser Bélle eine Cauchy-Folge. Fiir fest
gewihltes ng € N gilt ja fiir alle n,m > ng, dass x,, Ty, € B, (Tn,), also

AT, Tm) < AT, Tng ) + A(Tngy Tim) < 2€n,-

Aufgrund der vorausgesetzten Vollstiandigkeit gilt also z,, — x fiir ein x € X.
Es gilt dann = € B, (v,) fiir alle n und nach (3) damit x € (,cyOn = M
und nach (1) z € B, (z1) C U. Also enthélt jede nichtleere offene Menge U

mindestens ein Element von M, woraus die Behauptung folgt. O

6.4 Bemerkung: Oft wird der Satz von Baire auch so formuliert: Ist (X, d)
ein vollstandiger metrischer Raum und {C), },en ein abzéhlbar unendliches Sys-
tem abgeschlossener Teilmengen von X, so dass die Vereinigung J,,cy Cn eine
nichtleere offene Menge enthilt, so enthilt bereits eine der Mengen C), eine
nichtleere offene Menge. Diese Version erhélt man aus der obigen, indem man
die Komplemente der Mengen O,, betrachtet.
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6.5 Theorem: Fiir ein TDS (X, f) gelten folgende Aussagen:

(i) Ist f ist topologisch transitiv, so gibt es ein € X mit dichtem Vorwérts-
orbit O% (). Die Punkte mit dieser Eigenschaft liegen sogar dicht in X.

(ii) Ist X perfekt, so gilt auch die Umkehrung von (i): Wenn ein Punkt © € X
mit dichtem Vorwértsorbit existiert, dann ist f topologisch transitiv.

Beweis: Zu (i): Da X als kompakter metrischer Raum separabel ist (Ubungs-
aufgabe 2 auf Blatt 1), existiert eine abzéhlbare dichte Teilmenge {xy }ren von
X. Ist € > 0 beliebig, so ist die Menge

A = | £ (Belan))

offen wegen der Stetigkeit von f" fiir jedes n und dicht in X wegen der topo-
logischen Transitivitdt und Punkt (3) in Bemerkung Nun betrachten wir
nur die Mengen Ay ¢,, (k,1) € N x N, wobei (¢;);>1 eine beliebige Nullfolge ist.
Nach Lemma liegt der Schnitt [, ; Ak, dicht in X. (Beachte, dass X als
kompakter Raum vollstéindig ist.) Jedes Element z € ﬂk,l Ay ¢, hat die Eigen-
schaft, dass f"(z) € By, (xy) fiir alle (I, k) € NxNund n = n(l, k). Daraus folgt
die Dichtheit von OT(x) in X. Wir sehen, dass also die Punkte mit dichtem
Vorwértsorbit sogar dicht in X liegen.

Zu (ii): Es gelte Ot (z) = X und U, V seien zwei nichtleere offene Mengen. Dann
existiert n > 1 mit f™(x) € U. Wéhle y € V. Da y nicht isoliert ist, finden wir
eine Folge von paarweise verschiedenen Punkten gy # y, die gegen y konvergiert
und eine zugehorige Folge von Béllen B, (yx), die alle disjunkt voneinander sind
mit e, — 0. Fiir alle hinreichend grofien & ist B, (yx) C V. Jeder dieser Bille
hat nichtleeren Schnitt mit O (z), und daher gibt es ein m > n mit f™(z) €
Be,(ye) C V. Bs folgt f™(z) € VO fm-"(U), da fm(z) = fm 7 (fo(z). O

6.6 Bemerkung: Wir konnen in (ii) nicht auf die Voraussetzung verzichten,
dass X perfekt ist. Dazu betrachten wir folgendes Gegenbeispiel: X = {1,2}
und f: X — X, f(1) = f(2) = 2. Der Vorwirtsorbit O%(1) = {1,2} ist ganz
X, aber f ist offensichtlich nicht topologisch transitiv.

Unter den bisher betrachteten Beispielen sind die folgenden topologisch transi-
tiv:

1) Die irrationalen Rotationen auf dem Einheitskreis

(
(
(3) Die Winkelverdopplung (sogar topologisch exakt)
(

)

2) Die Zeltabbildung (sogar topologisch exakt)
)
)

4) Die hyperbolischen Torusendomorphismen (méglicherweise topologisch
mischend)
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(5) Die topologischen Markov-Ketten mit transitiver Transitionsmatrix (sogar
topologisch mischend)

Bei den ersten dreien ist dies relativ leicht zu sehen. Irrationale Rotationen
haben die Eigenschaft, dass alle Orbits dicht im Zustandsraum liegen und das
Argument dafiir (siehe Beispiel kann leicht so abgewandelt werden, dass
es die Dichtheit der Vorwirtsorbit liefert. Nach Ubungsaufgabe 2 von Blatt
2 gibt es eine Semikonjugation h : S' — [0, 1] zwischen der Winkelverdopp-
lung f : S* — S! und der Zeltabbildung g : [0,1] — [0,1]. Kénnen wir
zeigen, dass f topologisch exakt ist, so iibertrigt sich dies auf g. Ist dann
nimlich U C I eine nichtleere offene Menge, so ist auch h=*(U) C S! offen
und nichtleer. Folglich existiert ein n > 1 mit f*(h=*(U)) = S!. Daraus folgt
g"(U) = g"(h(h~1(U))) = h(f*(h=1(U))) = h(S!) = I.

6.7 Beispiel: Die Winkelverdopplung f : S* — S! ist topologisch exakt. Um
dies zu zeigen, betrachten wir die Folge
2 = e2mi(1/27)

Diese Folge konvergiert sicherlich gegen 1. Die Intervalle [1,z2,] = {e*™% : 0 <
» < 27"} werden also beliebig klein. Die Menge f™([1, z,,]) ist der gesamte Kreis,
denn jeder Punkt w = €™ ¢ € [0,1), hat unter f" das Urbild e>7#/2" ¢
[1,2,]. Ist nun U C S! eine beliebige nichtleere offene Menge, so existiert ein
n € N und eine Rotation r.(z) = cz, so dass [1,z,] C r.(U). Daraus folgt
f*(r.(U)) = S'. Aufgrund der Identitit f or. = r.n o f7, folgt f*(U) =
c2"st =gt

Die topologische Transitivitdt der hyperbolischen Torusendomorphismen wer-
den wir nicht beweisen. Den Beweis fiir topologische Markov-Ketten mit transi-
tiver Transitionsmatrix verlagern wir in die Ubungen (siehe Aufgabe 3 auf Blatt
7).

Mit den irrationalen Rotationen und den anderen Abbildungen in der obigen
Liste haben wir zwei Typen von topologisch transitiven Systemen. Solche, bei
denen alle Vorwértsorbits dicht im Zustandsraum liegen, und solche, bei denen
die Menge der Punkte, die diese Eigenschaft nicht haben, dicht im Zustandsraum
ist. Aus dem folgenden Theorem folgt, dass es nur diese zwei Moglichkeiten gibt.

6.8 Definition: Sei (X, f) ein TDS. Dann bezeichnen wir mit tr(f) die Menge
aller Punkte © € X mit Ot(x) = X und mit intr(f) = X\ tr(f) das Komple-
ment dieser Menge. Wir nennen die Punkte in tr(f) transitive Punkte und
die in intr(f) intransitive Punkte.

6.9 Theorem: Sei (X, f) ein TDS mit perfektem Zustandsraum X. Dann ist
intr(f) entweder leer oder dicht in X. Aquivalent dazu: Wenn tr(f)° # (), dann
ist das System minimal.
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Beweis: Wir nehmen an, dass tr(f)° # (). Daraus folgt die topologische Tran-
sitivitdt des Systems nach Satz (ii). Da jeder Urbildpunkt eines transitiven
Punktes transitiv ist und der Vorwiirtsorbit eines transitiven Punktes tr(f)°
schneidet, gilt

(@

tr(f) = (J /" (tx(f)°).

n=0

Daher ist tr(f) offen und, da f topologisch transitiv ist, dicht in X. Dann ist
intr(f) abgeschlossen und es gilt f(tr(f)) = tr(f) und f(intr(f)) = intr(f).
Die letzte Gleichheit folgt aus der ersten, da f~1(tr(f)) C tr(f) und f nach
Bemerkung surjektiv ist. Wir wollen zeigen, dass intr(f) = (). Wir nehmen
im Widerspruch dazu an, dass intr(f) # () und betrachten eine abgeschlossene
Umgebung U # X der Menge intr(f). Es gilt dann

() £(U) = intr(f).
n=0

Ist ndmlich « € intr(f), so gilt wegen f(intr(f)) = intr(f) natiirlich f*(z) € U
fiir alle n > 0. Gilt umgekehrt f"(z) € U fiir alle n > 0, so kann « kein transi-
tiver Punkt sein, da sein Vorwirtsorbit die nichtleere offene Menge X \U nicht
schneidet. Die Menge f(X\U?) ist kompakt und disjunkt von intr(f). Folglich
existiert eine abgeschlossene Umgebung V' von intr(f) mit V' N f(X\U®) = 0
und folglich f=1(V) C U. Daher gilt

intr(f) C ﬂ (V) c ﬂ f7M(U) = intr(f).
n=1 n=0

Sei V;, := Ny f%(V). Dann ist {V,,}52, eine absteigende Folge abgeschlosse-
ner Mengen mit (), V,, = intr(f) C V°. Also existiert ein m > 1 mit

Vie=f*WVNf2V)n...nf™V)cve,

denn andernfalls wiirde es eine Folge x,, € V,, geben, die einen Haufungswert
x hat, fiir den € intr(f) und = ¢ V° gilt. Jetzt definieren wir

W=VNV, =V iv)n...nfm=w).

Dann gilt W C V und f~Y(W) = f2(V)nf2(V)n...0nf~™(V) =V, =
VNV,, C VNV,,_1 = W. Schlief8lich stellen wir fest, dass W eine abgeschlossene
Umgebung von intr(f) ist. Aber die Existenz einer Menge W mit (X \W)°® # 0,
We # () und f~1(W) C W widerspricht der topologischen Transitivitit von f,
denn der Vorwértsorbit eines Punktes € tr(f) N (X\W) schneidet W nicht.

O

Die topologische Transitivitit eines Systems ist sicherlich ein Indiz fiir kompli-
ziertes dynamisches Verhalten. Am Beispiel der irrationalen Rotationen sehen
wir allerdings, dass sich transitive System auch in gewisser Hinsicht sehr regulér
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verhalten konnen. Interessanter sind die Félle, in denen die periodischen Punkte
dicht im Zustandsraum liegen. Hier kénnen Punkte mit sehr unterschiedlichem
dynamischen Verhalten beliebig nahe beieinander liegen. Eine andere Art, eine
solche Eigenschaft zu beschreiben, liefert folgende Definition.

6.10 Definition: Sei (X, f) ein TDS. Wir sagen, f hat sensitive Abhingig-
keit von Anfangswerten, falls ein § > 0 existiert, so dass gilt: Fiir jedes
x € X und jedes ¢ > 0 existieren y € X und n € N mit d(z,y) < € und

a(f"(x), f*(y)) = 9.

6.11 Bemerkung: Dies erinnert an den Begriff der positiven Expansivitét, den
wir im vorigen Abschnitt eingefiihrt haben. Expansivitéit ist stiarker als sensitive
Abhéangigkeit von Anfangswerten, denn bei positiver Expansivitiat werden belie-
bige zwei Punkte irgendwann um 0 separiert, wihrend bei sensitiver Abhéingig-
keit nur beliebig nahe an jedem Punkt ein anderer Punkt existieren muss, so
dass diese zwei schliefllich um 0 separiert werden.

6.12 Bemerkung:

(1) Sensitive Abhéingigkeit von Anfangswerten ist ein Merkmal, das fiir chao-
tisches Verhalten als typisch gilt (“Schmetterlingseffekt”).

(2) Sensitive Abhiingigkeit von Anfangswerten kann offensichtlich nur dann
vorliegen, wenn X perfekt ist. Denn andernfalls gibt es einen Punkt z € X
und ein € > 0, so dass B(z) neben z keine weiteren Punkte enthélt.

6.13 Definition: Ein TDS (X, f) heift chaotisch (im Sinne von Devaney),
falls

(1) f topologisch transitiv ist,

(2) Per(f) dicht in X liegt und

(3) f sensitive Abhéingigkeit von Anfangswerten hat.

Der folgende Satz zeigt, dass unter der relativ schwachen Annahme, dass der
Zustandsraum keine endliche Menge ist, sensitive Abhéngigkeit automatisch aus
topologischer Transitivitdt zusammen mit der Dichtheit der periodischen Punkte
folgt.

6.14 Theorem: Sei (X, f) ein TDS, das (1) und (2) in der Definition von Chaos
erfiillt. Ferner enthalte X unendlich viele Punkte. Dann erfiillt (X, f) auch (3).
(Insbesondere ist dann X perfekt.)

Beweis: Wir wollen zunéchst bemerken, dass wir in dem Beweis die Kompakt-
heit von X nicht benstigen. Der Satz gilt also auch viel allgemeiner.
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Zuniichst stellen wir fest, dass es eine Zahl dg > 0 gibt, so dass fiir jedes x €
X ein periodischer Punkt ¢ € X existiert, dessen Vorwértsorbit mindestens
den Abstand dp/2 von x hat. Um dies einzusehen, wéhlen wir zwei beliebige
periodische Punkte ¢; und g mit disjunkten Vorwértsorbits. Diese existieren
aufgrund der Voraussetzung, dass X nicht endlich ist. (Ist ¢; periodisch, so ist
X\O"(g1) immer noch unendlich.) Sei &y der Abstand zwischen O (q;) und
O (q2), gemessen als

do = d(y, z).

min
(y,2)€0T(q1)x O+ (g2)
Dann hat jeder Punkt z € X mindestens den Abstand dp/2 zu einem dieser
periodischen Orbits, da andernfalls y € O (g1) und z € O%(g2) existieren
wiirden mit
d(ya Z) < d(y7x) + d(.]?, Z) < 60-
Wir werden beweisen, dass f sensitive Abhéngigkeit von Anfangswerten hat mit
der Sensitivitidtskonstante § := dy/8.
Sei nun = ein beliebiger Punkt in X und W eine Umgebung von z. Da die
periodischen Punkte dicht in X liegen, existiert ein periodischer Punkt p in
U =W N Bs(x). Sei n die Primperiode von p. Wie wir zu Beginn gezeigt haben,
existiert ein periodischer Punkt ¢ € X, dessen Orbit mindestens Abstand 49
von z hat. Sei N
V=) (Bs(f(0))-

i=0
Offensichtlich ist V offen und nichtleer, da ¢ € V. Folglich, da f topologisch
transitiv ist, existieren y € U und k > 1 mit f*(y) € V. Jetzt sei j der ganzzah-
lige Anteil von k/n+ 1. Es gilt dann 1 <nj—k <n.Denn aus k/n+1=j+r
mit r € [0,1) folgt, dass nj —k = n(1l —r) € (0,n] " Ny. Nach Konstruktion gilt

Fy) = 7)) € TRV € Bs(f(a)).
Ferner gilt f™(p) = p, woraus mit der Dreiecksungleichung folgt, dass
d(f™ (), V() = dp, () _ |
> d(xz, [ (q)) = d(f™ M), [ (y) — d(p, @).
Folglich, da p € Bs(x) und f™(y) € Bs(f™~*(q)), gilt
d(f™ (p), " (y)) > 46 — 6 — 6 = 2.

Dann folgt wiederum mit der Dreiecksungleichung, dass entweder
d(f™(z), fr(y)) > & oder d(f™(z),f"(p)) > 6. In jedem der beiden

Félle haben wir einen Punkt in W gefunden, dessen nj-te Iteration mindestens
um § von f™(x) entfernt ist. O

6.15 Korollar: Sei (Y, g) ein topologischer Faktor von (X, f), so dass Y unend-
lich viele Punkte enthélt. Ist dann (X, f) chaotisch, so ist auch (Y, g) chaotisch.
Insbesondere gilt fiir zwei topologisch konjugierte TDSe (X, f) und (Y, g): (X, f)
ist genau dann chaotisch, wenn (Y, g) chaotisch ist.
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Beweis: Zunichst zeigen wir, dass sich topologische Transitivitit auf Fak-
toren iibertragt. Es gelte also h o f = g o h mit einer stetigen Surjektion
h: X — Y. Seien U,V zwei nichtleere offene Mengen in Y. Dann sind h=1(U),
h=1(V) nichtleere offene Mengen in X. Folglich existieren n € N und z mit
z € fM(h Y U)) N h=1(V). Also gilt h(z) € V und z = f"(y) mit h(y) € U.
Dann gilt " (h(y)) = h(f"(y)) = h(=) € V. Es folgt g"(h(y)) € g"(U) NV,
womit die topologische Transitvitit von g gezeigt ist. Ist Per(f) dlcht in X, so
folgt

Y = h(X) = h(Per(f)) C h(Per(f)) C Per(g),

also Per(g) = Y. Mit Satz folgt die Behauptung. Die zweite Aussage
folgt aus der ersten, da chaotische Systeme stets unendliche (weil perfekte) Zu-
standsrdume haben. O

Wie der folgende Satz zeigt, reicht fiir Systeme auf Intervallen bereits die topo-
logische Transitivitdt aus, um die anderen beiden Eigenschaften von chaotischen
Systemen zu erhalten. Wir beweisen zunéchst zwei Lemmas.

6.16 Lemma: Sei I C R ein Intervall und f : I — I stetig. Sei J C I ein
kompaktes Teilintervall, so dass f(J) C J oder f(J) D J. Dann hat f einen
Fixpunkt in J.

Beweis: Sei J = [a,b]. Im Fall f(J) C J miissen wir nur den Zwischenwertsatz
auf die stetige Hilfsfunktion g(z) := f(z) — 2, g : J — R, anwenden. Es gilt
gla) = f(a) —a > 0 und g(b) = f(b) — b < 0, also existiert ein z € J mit
g(z) = f(x) — x = 0. Nun betrachten wir den zweiten Fall f(J) D J. Dann
gibt es Punkte in J, bei denen f die Werte a und b annimmt. Wir nehmen
ohne Beschriinkung der Allgemeinheit an, dass es < y in J gibt mit f(z) =a
und f(y) = b. Ist dies nicht der Fall, so kann man mit vertauschten Rollen von
a und b analog weiter argumentieren. Dann gilt f(z) — 2 = a — 2 < 0 und
f(y) —y = b—y > 0. Nach dem Zwischenwertsatz muss es also ein z € [z,y]
geben mit f(z) —z = 0. O

6.17 Lemma: Sei f : I — I eine stetige Intervallabbildung mit einem dichten
Vorwiértsorbit. Sind dann in (a,b) C I keine periodischen Punkte enthalten, so
gilt dasselbe fiir f7(a,b) fiir alle j > 0.

Beweis: Wir nehmen an, die Behauptung wiire falsch, d.h. es existiert r € (a, b),
so dass f"(r) ein periodischer Punkt ist und folglich fi(r) ¢ (a,b) fiir alle i > n
gilt. Es existiert ein z mit dichtem Vorwértsorbit in (a, r) (wegen der Perfektheit
von I) und m > n, so dass ¢ < f™(x) < r und es gibt ein y mit dichtem
Vorwiirtsorbit in (r,b) und k > n, so dass y > f(y) > r.

Nun gilt v < f™(u) fiir alle u € (a,b), da andernfalls nach dem Zwischenwertsatz
ein Fixpunkt ¢ € (a,b) von f™ existieren wiirde, was der Annahme widerspricht,
dass (a,b) frei von periodischen Punkten ist. Ferner gilt f*(u) < u, u € (a,b).
Wegen Stetigkeit und f™(r) > b, f*(r) < a, folgt

Py o el = ([ y)) o (2] D [yl
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Dies liefert nach Lemma einen Fixpunkt von f**™ in [r,y] C (a,b), ein
Widerspruch. 0

6.18 Theorem: Ein TDS (I, f) mit I = [0, 1] ist genau dann chaotisch, wenn
f topologisch transitiv ist.

Beweis: Nach dem bereits Gezeigten miissen wir lediglich beweisen, dass aus
der topologischen Transitivitit die Dichtheit von Per(f) folgt. Wir nehmen im
Widerspruch dazu an, dass f einen dichten Vorwértsorbit hat und dass ein In-
tervall (a,b) C I existiert, das frei von periodischen Punkten ist. Dann gibt es
ein maximales Intervall J mit Endpunkten o < a < b < [ mit dieser Eigen-
schaft. Dieses kann offen, halb-offen oder abgeschlossen sein. Dann gibt es ein
zo € (o, B) mit dichtem Vorwértsorbit und ein m > 1, so dass

o< Ty = fm(’l,’o) < Zy.

Dann gilt f™(«, 8) N (o, B) # 0, aber wegen Lemma ist f™(a, ) frei von
periodischen Punkten und daher gilt wegen der Maximalitét von .J, dass

(e, B) C J. (2)

Da f™(xo) < xo, muss f™(z) < x fiir alle © € («, ) gelten, da sonst nach
dem Zwischenwertsatz ein periodischer Punkt in («, ) existieren wiirde. Daraus
folgt f™(a) < a und, zusammen mit (2), erhalten wir f™([o, 8)) C J U {a},
d.h. f™(a) = a. Also ist a m-periodisch und kann folglich weder in J noch in
f™(«, B) enthalten sein.

Es gilt daher xy > zp > f™(@nm) = Tam > o (letzteres, da f™(z,,) €
f™(a,B) C J und a ¢ J). Tterieren wir dieses Argument, so erhalten wir

T > Ly > Loy > T3m > * 0 > QL
Also gibt es ein 7, so dass g, \( v > « fir k — co. Aus der Stetigkeit folgt
Y Tgprym = S (@km) — () oder vy = f"(y).

Da (a, B) frei von periodischen Punkten ist, folgt v = a. Der Vorwértsorbit von

«a ist also endlich und jede der Folgen (nm+i)n>0,% = 0,1,...,m—1, konvergiert
gegen einen Punkt dieses Vorwartsorbits. Daher kann der Vorwértsorbit von xg
nicht dicht in I liegen. O

Im Beweis des obigen Theorems haben wir bereits wesentliche Methoden gese-
hen um Systeme auf Intervallen zu studieren. Diese beruhen vor allem auf der
natiirlichen Ordnung der reellen Zahlen und dem Zwischenwertsatz. Systeme auf
Intervallen gelten schon seit lidngerer Zeit als sehr gut verstanden. Ein weiteres
interessantes Resultat, das schon in den 1960er Jahren bewiesen wurde, ist der
folgende Satz iiber die Existenz periodischer Punkte von Intervallabbildungen,
den wir aber nicht beweisen werden.
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6.19 Theorem (Satz von Sharkovski): Sei f : I — R eine stetige Abbil-
dung, wobei I C R ein beliebiges Intervall ist. Wir definieren auf der Menge N
der natiirlichen Zahlen folgende Ordnung:

3>=5>-T7T>=9>---
=3:2-5-2>7-2%> -
= 3-22-5.22-7.22 ...
N
= 3-2"=5.2" 7.2 > ...

=2 2Tl 23 92 9 ],

Hat dann f einen periodischen Punkt mit Primperiode p, so hat f auch einen
periodischen Punkt mit Primperiode q fiir jedes p > ¢ in obiger Ordnung.

Die im Theorem angegebene Ordnung der natiirlichen Zahlen wird auch als
Sharkouvski-Ordnung bezeichnet. Der Beweis des Theorems beruht auf einer sehr
geschickten Anwendung des Zwischenwertsatzes (bzw. Lemma [6.16)).

6.20 Bemerkung: Wie man leicht sieht, gilt:

e Hat f einen periodischen Punkt mit Primperiode 3, so hat f periodische
Punkte jeder beliebigen Primperiode.

e Hat f nur endlich viele periodische Punkte, so sind die Primperioden dieser
Punkte alle Zweierpotenzen.

e Der Satz von Sharkovski gilt nicht fiir Kreisabbildungen wie wir am Bei-
spiel der Rotationen um rationale Winkel sehen.

Wir wissen nun, dass unter den bisher betrachteten Beispielen die folgenden
chaotisch sind:

1) Die Zeltabbildung

3) Die hyperbolischen Torusendomorphismen

(1)
(2) Die Winkelverdopplung
3)
(4)

4) Die topologischen Markov-Ketten mit transitiver Transitionsmatrix

Zum Abschluss dieses Abschnitts werden wir noch ein weiteres Beispiel betrach-
ten. Es handelt sich dabei um ein System, bei dem Chaos nicht auf dem ganzen
Zustandsraum vorliegt, sondern nur auf einer speziellen invarianten Teilmenge.
Dieses Beispiel stellt auch einen Bezug her zwischen den symbolischen Syste-
men des vorherigen Abschnitts und den Systemen, deren Zustandsraum eine
Mannigfaltigkeit ist (Intervall, Kreis, Sphiire, Torus, etc).
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Als erstes Beispiel betrachten wir die skalierte Zeltabbildung

3z fir z € [0,1/2],

fiRSR, f(:v)=z(1—|2$—1|>:{ 3— 3z firz € (1/2,1].

Wir wollen zeigen, dass f eine total invariante Menge in [0, 1] besitzt, die

1.3

.J/
o

0 o2 o0: o6 o8 I
X

Abbildung 4: Graph der skalierten Zeltabbildung

kompakt, perfekt und total unzusammenhéngend ist. Dazu definieren wir
oo
A=) £((0,1]).
n=0

Offensichtlich ist dies die Menge aller Punkte in [0, 1], deren Trajektorien [0, 1]
nicht verlassen.

6.21 Lemma: Die Menge A ist kompakt und nichtleer. Zudem ist sie strikt
vorwérts- und riickwértsinvariant.

Beweis: Die Kompaktheit von A folgt unmittelbar aus der Definition. A ist
nichtleer, da zum Beispiel 0 € A. Sei A, := f~"([0,1]). Da es auflerhalb von
[0,1] keine Punkte gibt, die nach [0, 1] abgebildet werden, gilt A,1 C A, fiir
alle n > 0. (Ist f**(z) = f(f"(z)) € [0, 1], so muss auch f*(x) € [0, 1] gelten.)
Damit folgt

fﬁl(A): m Ant1=40N ﬂ A, = A.
n=0

n=1
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Da f als Abbildung von R nach (—oo, 3/2] surjektiv ist, folgt daraus
A= f(FHA) = f(),
O

womit der Beweis abgeschlossen ist.

6.22 Lemma: Es gilt
(3)

A:{iaﬁ_i : a¢€{0,2}}.

Beweis: Wir bezeichnen die Menge auf der rechten Seite von mit A.

1
3 —1.

Zunéchst macht man sich klar, dass A C [0, 1], denn
0< 370 <2

NI

1
1

Ist a1 = 0, so folgt
a3 <25 =
; l—5 3

Y
Wl N

und ist a; = 2, so gilt
oo
> a
i=1

Im ersten Fall erhélt man

) = 3 8008 = S0 = S a5 € A
=t =2 i=1

oo

Im zweiten Fall gilt
fl@)=3->3a3"=3-2-) a; 137" =) (2-a;1)37 € A

i=1 i=1 i=1
Da A also vorwértsinvariant ist, folgt A C A. Um die umgekehrte Inklusion
einzusehen, zeigen wir, dass die Trajektorien von Punkten in [0, 1]\ A die Menge

[0,1] verlassen. Jedes z € [0, 1] ldsst sich schreiben al
o .
T = ZaiB*l, a; € {0,1,2}.
i=1
Ist ¢ A, so muss a; = 1 fiir mindestens ein 7 gelten. Ist n die kleinste Zahl mit
an, = 1, so folgt dhnlich wie in den obigen Rechnungen
n 1 — —1
f(x) = g+;bi3 . b e{0,1,2}.
=

€[0,3

]

1 Das ist die sogenannte 3-adische Darstellung.

47



Ist eines der b; (i > 2) grofer als 0 und sind nicht alle gleich 2, so folgt f™(z) €
(1/3,2/3) und damit f**1(x) ¢ [0,1]. Sind alle b; gleich 0, so gilt

n—1 n—1 ')

x = a; 37'43 "= a; 37+ 2.377 ¢ A.
2 L 2 2
1= 6{0,2} 1= =N

Sind alle b; = 2, so gilt

n—1 (e’
z o= Y a3 4342 ) 37
=1

i=n+1

n—1 ) 3—(n+1)
= ) a3 437" +2 :
i=1 1- 3

n—1
- Zai3*i+2.3*” € A.
=1

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

6.23 Satz: A ist homdomorph zum Folgenraum 3 . Folglich ist A itberabzdhl-
bar, perfekt und total unzusammenhéngend.

Beweis: Wir verwenden die Darstellung und definieren

h: EQHF — A, w = (wi)izo — Z 2wi,13_i.
i=1

Diese Abbildung ist offensichtlich wohldefiniert und surjektiv. Gilt

o0 oo
Z 2w;_137 "' = Z 20w;_137",
i=1 i=1

so folgt

> 37 = > 37"
2 wi—1=1, w;—1=0 i wi—1=0, w;_1=1
Man sieht leicht, dass eine solche Gleichheit nur dann méglich ist, wenn die
Indexmengen in beiden Summen leer sind. Begriindung: Nehmen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit an, dass die Indexmenge auf der linken Seite ein
kleineres Minimum n hat, so ist die Summe auf der linken Seite automatisch
grofler als die auf der rechten, denn

1 (%)nJrl i
— j— — 3—’L
n n 1
3 2-3 1-3 Pt
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Folglich ist A injektiv. Die Stetigkeit sieht man wie folgt:

i 2w 1374 — i 2w;_137¢ i “’1—13;1@—1
i=1 i=1

i=1

= 2

2w —wi| 2
< Y hod ).
— 3 —~ ?)Z 3 37+(W,(JJ)

Da X5+ kompakt ist, ist h also ein Homéomorphismus. O

Leider ist der Hom6éomorphismus in obigem Beweis keine Konjugation zwischen
fla und 3. Wir kénnen aber A auch auf andere Art und Weise darstellen, so
dass wir leicht eine solche Konjugation erhalten.

6.24 Lemma: Die Menge A,, = f~"([0, 1]) ist die disjunkte Vereinigung von 2™
kompakten Intervallen der Lénge 3~". Folglich ist A eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis: Wir beweisen die Aussage induktiv. Die Menge A; lisst sich schreiben
als

Ay = £7H(0,1]) = é[o, U (1 - é[o, 1]) = [0, :ﬂ U Bl} = IhyUI.

Nehmen wir an, dass die Aussage auf A,, zutrifft, so ist A,, die disjunkte Vereini-
gung von 2" Intervallen I, der Linge 37", w € {0, 1}". Dann sind auch die Men-
gen f~1(1,) disjunkt. Jede dieser Mengen zerfillt in die zwei disjunkten Interval-
le 1/31, C [0,1/3] und 1—1/31I, C [2/3,1], die jeweils die Lénge 3~(**1) haben.
Also ist A, die disjunkte Vereinigung von 2" Intervallen der Linge 3~ (1),
Daraus folgt fiir das Lebesgue-Mafl von A, dass m(A) = lim, - (2/3)" = 0.

O
Beachte, dass die Menge A, ;1 aus A, entsteht, indem man aus jedem der

2" Teilintervalle das offene mittlere Drittel entfernt. Wir definieren nun die
Abbildung

A= 3oy, = (wn)n>o falls f7(x) € I, n € Ny,
wobei Iy = [0,1/3] und I} = [2/3,1].

6.25 Satz: Die Abbildung 7 ist eine topologische Konjugation zwischen f|a
und oo 4. Folglich ist f|s chaotisch.

Beweis: Die Konjugationsidentitit folgt direkt aus der Definition, da fiir je-
des © € A gilt, dass f"(f(z)) = f"**(z) € I,,,, und damit =(f(z)) =
o2+ (m(x)). Die Menge A; besteht aus den zwei Intervallen Iy = [0,1/3] und
I = [2/3,1]. Die Menge A, 11 besteht aus 2"*! Intervallen, die wir rekursiv
durch Iowg.. w,_; = 1/31ug. .,y und Ty w,_, :=1—1/31,,. w,_, definieren.
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Dann gilt f(Lug..w,_1) = Lw,..w,_,- Nach Konstruktion gilt € I, «,_, genau
dann, wenn 7(z); = w; fir 0 < j <n — 1. Nun sei w € ¥y 4 und

Iw = m Iwgwl...wn,l-
neN

Da I,,w,...w, , €ine monoton fallende Folge nichtleerer Intervalle ist, ist nach
Lemma auch I, ein nichtleeres Intervall. Da |1, . ., .| = 37", ist seine
Lénge 0, also besteht I, aus nur einem Punkt z,. Damit ist klar, dass 7 in-
vertierbar ist mit 77!(w) = z,,. Es bleibt die Stetigkeit von 7 zu zeigen. Da f
stetig ist, existiert fiir jedes € > 0 und n € N ein 6 > 0, so dass aus |z — y| < &
folgt, dass |f7(x) — f/(y)| < e fiir 5 = 0,1,...,n — 1. Fiir jedes hinreichend
kleine € gilt dann 7 (z); = w(y); fir j =0,1...,n— 1. Mit Lemma folgt die
Stetigkeit. O

6.26 Bemerkung: Die Menge A heifit auch Mittel-Drittel-Cantormenge. Im
Allgemeinen heifit eine Teilmenge von R Cantor-Menge oder Cantor’sches Dis-
kontinuum, wenn sie kompakt, perfekt und total unzusammenhéngend ist. Die
Mittel-Drittel-Cantormenge ist das einfachste Beispiel fiir ein Fraktal, d.h. eine
selbstdhnliche Menge. Es gilt ja

A=f"YA)=1/3AU(1—-1/3A),

also ist A die disjunkte Vereinigung zweier skalierter Kopien von A. Fraktale
treten héufig als invariante Mengen von dynamischen Systemen auf. Dass die
Dynamik auf einer solchen invarianten Menge zu einem symbolischen System
konjugiert ist, ist ebenfalls typisch.

6.27 Bemerkung: Die Chaos-Definition von Devaney ist eine von vielen, al-
lerdings eine sehr gebréuchliche. Eine andere beliebte Definition ist die von Li
und Yorke, die folgendermaflen aussieht: Ein TDS (X, f) ist chaotisch, falls es
eine iiberabzihlbare Menge S C X gibt mit den folgenden Eigenschaften:

(i) imsup,,_, ., d(f™(z), f"(y)) >0 fir alle z,y € S, = # y.
(ii) liminf, oo d(f™(z), f"(y)) =0 fir alle z,y € S, z # y.

(iii) limsup,,_, . d(f™(x), f*(p)) > 0 fur alle z € S, p € X periodisch.

Man kann zeigen, dass eine im Sinne von Devaney chaotische Intervallabbildung
auch chaotisch im Sinne von Li und Yorke ist.

7 Topologische Entropie

In diesem Abschnitt wollen wir ein quantitatives Maf fiir komplexes dynami-
sches Verhalten einfiihren.
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Sei (X, f) ein TDS. Ist U eine offene Uberdeckung von X, so bezeichnen wir
mit N(U) die Anzahl der Elemente einer minimalen endlichen Teiliiberdeckung,
die aufgrund der Kompaktheit stets existiert. Ferner definieren wir die Entropie
von U durch

H(U) :=log NU),

wobei log = log,. Wir wollen eine offene Uberdeckung U als Hilfsmittel ver-
stehen, verschiedene Vorwartsorbits von f zu unterscheiden, auch wenn wir die
Anfangswerte nicht genau kennen. Dies ist in folgendem Sinne zu verstehen.
Nehmen wir an, wir wissen in welchen Elementen von U die Punkte f*(z) und
fE(y) fiir k = 0,1,...,n — 1 liegen. Falls dann fiir jedes k und jedes U € U
mit f*(z) € U auch f*(y) € U gilt, so kénnen wir nicht wissen, ob 2 = y oder
x # y, andernfalls aber schon. Jedes x € X erzeugt einen oder mehrere Pfade in
U, die durch die Elemente U; € U mit fi(z) € U; gegeben sind. Wir definieren
die Mengen

U Nf Y U)Nf2U0)n...nf~"YU,_y), U el.

Jede solche Menge ist offensichtlich offen und besteht genau aus den Punkten mit
Pfad (Uy,Uy,...,U,—1). Wenn wir beliebige U; zulassen, bilden diese Mengen
wieder eine Uberdeckung von X, die wir mit U™ bezeichnen. Wir definieren die
Entropie von f beziiglich U als

B, U) = Tim ~HU™).

n—o00 N,

7.1 Definition: Die topologische Entropie von f ist definiert als
h(f) = sup h(f,U),

wobei das Supremum iiber alle offenen Uberdeckungen von X genommen wird.
Um besser mit dieser Definition arbeiten zu koénnen, machen wir da@ Ganze
etwas formaler. Den Beweis des folgenden Lemmas verlegen wir in die Ubungen
(siche Aufgabe 1 auf Blatt 9).
7.2 Lemma: Es gelten folgende Aussagen:

(i) Ist U eine offene Uberdeckung von X, so auch

fTu={f""U) : Ueu}.
Ferner gilt H(f~'U) < H(U). Ist f surjektiv, so gilt die Gleichheit.
(i) Sind U und V offene Uberdeckungen von X, so auch

UVY :={UNV : Uel, VeV}.
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(iii) Die oben eingefiihrte Operation V fiir offene Uberdeckungen ist kommu-
tativ und assoziativ. Ferner erfiillt sie

HUVY)< HU)+HV).

(iv) Seien U und V offene Uberdeckungen von X, so dass jedes Element von V
in einem von U enthalten ist. Dann nennen wir V eine Verfeinerung von
U und schreiben U < V. Es gilt in diesem Fall

HU) < H(V).

7.3 Bemerkung: Die offene Uberdeckung f~ U wird auch als der Pullback
von U durch f bezeichnet, und U V V heiflit die gemeinsame Verfeinerung von
U und V. In der Tat handelt es sich ja um eine Verfeinerung von U/ und von V.

Die Operation V lisst sich natiirlich rekursiv auch fiir mehrere offene Uberde-
ckungen definieren. Sind Ui, ... ,U, offene Uberdeckungen von X, so definieren
wir

\n/ui:ul\/...\/un ::L{l\/\n/ui.
i=1 =2

Da der Urbild-Operator f~! Schnitte respektiert, gilt

N U=\ U
1=1 =1

Damit kénnen wir die Uberdeckung U™ auch schreiben als
n—1 .
ur=\/ fu.
i=0

Um die Existenz des Limes von (1/n)H(U™) fiir n — oo zu zeigen, bendtigen
wir noch folgendes kleines Lemma.

7.4 Lemma (Subadditivitéits-Lemma): Sei (a,,),>1 eine subadditive Folge
reeller Zahlen, d.h.

Uptm < Qp + @y, fiir alle n,m € N.

Dann existiert der Limes lim,,_, o an/n und ist identisch mit inf,,>1 a,,/n. Hier
ist der Wert —oo zugelassen.

Beweis: Sei v := inf,>1 a,/n. Wir fixieren eine positive Zahl N € N und
schreiben jedes n € N als n = k, N + r,, mit k, € Ny und r,, € {0,..., N — 1}.
Dann gilt k,,/n — 1/N fiir n — co. Wegen der Subadditivitét gilt fiir beliebige
n, N > 1, dass

Qn

v < = < = (kpan +ay,).

S|

n
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Daher existiert fiir jedes e > 0 ein Ny = Ny(e, N), so dass fiir alle n > Ny gilt:

Gnp aN
<< N
e

Da N so gewiithlt werden kann, dass ay /N beliebig nahe an ~ liegt, und da e
und N beliebig waren, folgt das Resultat. O

Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Folge (H(U™))n>1 subadditiv ist.
Dies ergibt sich durch Anwendung von Lemma folgendermafien:

n+m—1 n—1 m—1
HU™™) = H( \/ f‘iZ/I) =H (\/ fruve\/ f—iu>
1=0 =0 1=0
n—1 m—1
< H (\/ f"U) +H ( \/ f‘iu> =HU") + HU™).
=0 =0

Bevor wir daran gehen, elementare Eigenschaften der topologischen Entropie zu
beweisen, fithren wir noch zwei dquivalente Definitionen ein. Zunéchst definieren
wir fiir jedes n > 1 eine Metrik auf X durch

-—— 7 7
dn g (2,y) = max d(f'(z), f'(4).
Dass dies tatséichlich eine Metrik auf X definiert, die dieselbe Topologie erzeugt
wie d, beweisen wir in einer Ubungsaufgabe (sieche Aufgabe 2 auf Blatt 9). Diese
Metriken werden auch als Bowen-Metriken bezeichneﬁ und die zugehorigen
Balle
Bl(z)={y € X : dny(z,y) <e}

als Bowen-Kugeln (der Ordnung n).

7.5 Definition: Sei (X, f) ein TDS, n € N und € > 0. Eine Menge E C X
heifit (n, €)-separiert (oder (n, e, f)-separiert), falls fiir jedes Paar x,y € E
mit x # y gilt, dass d,, ¢(z,y) > €. Eine Menge F C X ist (n,€)-aufspannend
(oder (n,e, f)-aufpannend), falls zu jedem x € X ein y € F existiert mit
dn, r(x,y) < e. In anderen Worten: Die Bowen-Kugeln der Ordnung n mit Radius
¢ und Mittelpunkten z € F bilden eine Uberdeckung von X. Wir bezeichnen mit
Tsep (1, €, f) die maximale Kardinalitit einer (n,€)-separierten Menge in X und
mit rspan(n, €, f) die minimale Kardinalitit einer (n,e)-aufspannenden Menge.
Wir definieren

1

hsep(e, f) = limsup —logrsep(n, ¢, f),
n—oo N
1

hspan(e, f) = limsup — log repan(n, €, f).
n—oo TN

15Benannt nach Rufus Bowen (1947-1978), der die dquivalenten Definitionen der topologi-
schen Entropie eingefiihrt hat. Dieselben Definitionen wurden unabhéngig auch von Dinaburg
eingefiihrt.
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Ferner definieren wir

hsep(f) = sh\I‘% hsep(57 f)a hspan(f) = ;I{‘% hspan(ea f)

7.6 Bemerkung: Die Limites fiir ¢ N\, 0 existieren, da aus &1 < &5 folgt,
dass Tsep(n,€1, f) > Tgep(n, €2, f) und Tgpan(n,e1, f) > Tspan(n, €2, f). Dieses
Monotonie-Verhalten tibertriagt sich auf hgep (e, f) und hgpan(e, f). Also kénnen
wir die Limites auch durch Suprema iiber £ > 0 ersetzen. Aus der Kompaktheit
von X folgt 7span(n, €, f),Tsep(n, €, f) < 00, denn einerseits ldsst sich X mit
endlich vielen e-Béllen (in einer beliebigen Metrik) iiberdecken und andererseits
kann es nicht unendlich viele disjunkte e-Bélle in X geben, da es sonst Folgen
ohne Haufungswerte gébe.

7.7 Satz: Sei (X, f) ein TDS. Dann gilt

h(f) = il\r‘% hsep(5a f) = 611\r‘% hSpan(5a f)

Ersetzt man in der Definition von heep (e, ) und hepan (e, f) die limsup’s durch
liminf’s, so erhélt man dasselbe Resultat.

Beweis: Die Groflen, die wir erhalten, wenn wir lim sup durch liminf ersetzen,
bezeichnen wir mit hy.,(f) und hg,,,(f). Wir zeigen zunichst, dass hsep(f) =
hspan(f). Sei S eine maximale (n,¢e)-separierte Menge. Dann ist S auch (n, ¢)-
aufspannend. Andernfalls gibe es einen Punkt € X mit d,, ¢(z,y) > ¢ fiir alle
y € S und S U {x} wire eine (n,€)-separierte Menge mit groBerer Kardinalitét
als S. Daher gilt rspan(n, &, f) < Tsep(n, e, f) und damit Agpan(f) < hsep(f)-
Sei nun E eine maximale (n,2¢)-separierte Menge und S eine minimale (n, ¢)-
aufspannende Menge. Definiere eine Abbildung T : E — S, z — y = T'(z), wobei
y € S so gewdhlt ist, dass dy, ¢(z,y) < €. Falls T'(x1) = T'(z2) fur z1,22 € E,
dann folgt

dn,f(71,72) < dyp f(21,Y) + dn 7 (y, 22) < 26,
und damit 1 = zo, weil E eine (n, 2¢)-separierte Menge ist. Dies liefert
Tspan (N, €, ) = #S5 > #E = reep(n, 2¢, f).
Fir n — oo und € — 0 erhalten wir Agpan(f) > hsep(f).

Wir vervollstdndigen den Beweis, indem wir die Ungleichungen

hsep(f) S h(f) S hspan(f) S hsep(f)

zeigen. Die erste Ungleichung sieht man wie folgt ein: Sei 6 > 0 und U/ eine offene
Uberdeckung mit Durchmesser D(U) < &, d.h. sup,, ¢y d(z,y) < 6 fiir alle U €
U. Sei E eine maximale (n, d)-separierte Menge. Dann kénnen zwei verschiedene
xo,Yo € E nicht im selben Element von U™ liegen, da dies d,, f(zo,y0) < 0
implizieren wiirde. Folglich gilt

IOg 7‘sep(nv J, f) = IOg #E < H(un)
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Fiir n — oo erhalten wir hsep (0, f) < h(f,U). Nun sei (Uy,)men eine Folge mit
D(Uy,) < 1/m. Nach Ubungsaufgabe 3 auf Blatt 9 gilt dann

() = im0y (222 ) <l BCEU) = 1),

m m—r 00

was die Behauptung beweist.

Jetzt zeigen wir, dass h(f) < hgyan(f). Dazu sei U eine offene Uberdeckung von

— Ispan

X und § > 0 die Lebesgue-Zahl von U. Sei S eine minimale (n, §)-aufspannende
Menge. Fiir beliebiges zyp € S wihlen wir eine Folge Uy(2),. .., Un—1(20) in U
mit Bs(f*(20)) C Uk(20). Dann gilt

n—1

C(z0) == [ f " (Ui(20)) € U™

i=0
Da {C(20)}.,es eine Uberdeckung von X ist, gilt
log rspan(na 9, f) = log #S > H(un)

Nun sei Uy, die offene Uberdeckung, die aus allen 1/k-Billen in X besteht. Dann
gilt fiir alle k € N, dass

1
h’(.fvuk) = nlL)H;o EH(uk) S hnrggf‘EIOgrspan ( n, af> — —bpan(f)

Fir k — oo folgt die gewiinschte Ungleichung. Die verbleibende Ungleichung
Depan (f) < heep(f) beweist man genauso wie hspan(f) < hsep(f)- O
Nun wollen wir einige elementare Eigenschaften der topologischen Entropie her-

leiten. Fiir eine dieser Eigenschaften benttigen wir folgendes Lemma.

7.8 Lemma: Fiir beliebige Funktionen fi,..., fnv : N — (0,00) gilt

lim su 710 ) < rnax lim su lo
msup - g;fz _max limsup - log fi(n).

Beweis: Wir schreiben

A(f) :=limsup : log f(n)

n—oo T
fiir eine beliebige Funktion f : N — (0, 00), und definieren

g(n) = max fi(n),  g:N = (0,00).

Dann gilt

N
A <Z fl-> < A(Ng) = hmsup (log N +logg(n)) = A(g).

n—oo T
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Folglich reicht es zu zeigen, dass A(g) < max;=1,... n A(f;). Dazu sei (ng)r>1 eine
Folge mit ni — oo und

1
Alg) = lim -~log max  fi(n).

Offensichtlich gibt es ein ig € {1,..., N}, so dass fi,(ng) = max;=1,.. ~ fi(nk)
fiir unendlich viele k. Sei (1, )k>1 eine entsprechende Teilfolge. Dann folgt

=l ) < L) < .
Alg) = lim ===10g fio (nm,) < Mfia) < | max Afa),
womit die Aussage bewiesen ist. O

7.9 Satz: Die topologische Entropie hat folgende Eigenschaften:
(i) Ist (Y,g) ein topologischer Faktor von (X, f), so gilt h(g) < h(f). Insbe-
sondere haben topologisch konjugierte Abbildungen dieselbe Entropie.

(ii) Es gilt
h(f™) = |n|h(f) fiir allen € T,

wobei T = Ny, falls f nicht invertierbar ist und T = 7Z sonst.

(iii) Seien (X, f) und (Y, g) TDSe. Dann ist auch (X XY, f x g), (f xg)(z,y) :=
(f(z),9(y)), ein TDS, und es gilt

h(f x g) = h(f) + h(g).

(iv) Sind Xi,...,Xny C X abgeschlossene vorwértsinvariante Teilmengen, de-
ren Vereinigung X ist, so gilt

h(f) = maxh(f|x,).

1

(v) Sind f : X - Y und g: Y — X stetige Abbildungen zwischen kompakten
metrischen Rdumen, so gilt h(f o g) = h(go f).

Beweis: Zu (i): Sei U eine offene Uberdeckung von Y und 7 : X — Y eine
Semikonjugation zwischen f und g. Dann ist 7~ 'U eine offene Uberdeckung
von X und

n—1 n—1 n—1
\/ iU = \/ 7 lg7 U =71 \/ g 'U.
i=0 i=0 i=0

Wie in Lemma (i) folgt

H(r U™ = HU™) fiir allen > 1,
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woraus h(f, 7 1U) = h(g,U) folgt. Nehmen wir das Supremum iiber alle offenen
Uberdeckungen U von Y, so erhalten wir

h@)=%pMﬂﬂ”u)§hU)

Zu (ii): Wir beweisen zunéchst, dass h(f 1) = h(f), falls f invertierbar ist. Ist
U dann eine offene Uberdeckung von X, so gilt

H (71\_/ f—i+n—1u>
=0

H (\/ <f1><““>U> =H (\/ (f1>%f> :
=0 1=0

Daraus folgt die Behauptung. Nun miissen wir noch zeigen, dass h(f*) = k-h(f)
fir k> 1. Es gilt

k—1
h(f*) > h(f’a\/f—iU)

=0

1 nk—1 4
= k- lim H(\/ f"LI) =k-h(f,U).
=0

n—oo nk

Daraus folgt h(f*) > k- h(f). Da \/I=g (f5)~U < V¥ f7iU, gilt weiter

nk—1
h(f,U) = lim 1H< \/ f—iu>
=0

n—oo nk

\%

n—1
1 . 1
lim —H MU | = <h(fFU).
Jim — (M(f ) U) Ch(f*.u)
Daraus folgt & - h(f) > h(f*), was den Beweis von (ii) abschlieft.

Zu (iii): Sei dX die Metrik auf X und d¥ die Metrik auf Y. Wir verwenden auf
X x Y die Produktmetrik

d* Y (w1, 91), (22, 92)) = max {dx (21, 22), dy (y1,y2)} -

Sei Fy C X eine (n, ¢, f)-aufspannende und Ey C Y eine (n, ¢, g)-aufspannende
Menge. Dann ist F := Fy x Es C X XY eine (n, ¢, f X g)-aufspannende Menge,
denn fiir jeden Punkt (x,y) € X x Y existieren 23 € E; und 2z, € FEy mit
dif(x, z1) <e,d) ,(y,22) < &, woraus folgt

E () (r22) = max max (¥ (7 (), £(2)). @ (6(0). 0'(22)))

= max{dfif(x,21),d3;g(y,z2)} <e.
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Damit folgt, dass rspan(n, &, f X g) < rspan(n, &, f) - Tspan(n, €, g) fiir alle n € N
und € > 0 und daher

1
lim sup — logrspan(n,&f X g)
n— 00

1 1
< lim sup log rspan(n, €, f) + lim sup log rspan (1, €, g)-
n— 00 n—oo
Damit folgt auch A(f x g) < h(f) + h(g). Ist F1 C X (n,¢, f)-separiert und
Fy C Y (n,e,g)-separiert, so ist Fy x Fy (n,e, f X g)-separiert, denn fiir zwei
verschiedene (z1,y1), (J:g,yg) in I} x Fy ist 1 ;é To oder y; # yo. Damit folgt
dn f(xl,xg) > ¢ oder dY q(yl, Yya) > €, woraus dn fXg((xl, yl),.(xQ,yg)) > ¢ folgt.
Es folgt rsep(n, &, f X g) > rsep(n, e, f) Tsep (1, €, g) und damit

1
lim inf — log Tsep (1, €, f X g)
n—oo

1 1
> liminf — log reep(n, €, f) + hm 1nf — 1og Tsep (1, €, g)-

n—,oo N

Daraus erhilt man schliefllich h(f x g) > h(f) + h(g).

Zu (iv): Offensichtlich gilt rsep(n, €, f) > rsep(n, €, f]x,) fir alle i. Damit folgt
h(f) > max; h(f|x,). Die andere Ungleichung folgt mit Lemma Ist némlich
E; C X, eine (n,e, f|x,)-aufspannende Menge fiir ¢ = 1,..., N, so ist E :=
Ui]\il E; offensichtlich eine (n, ¢, f)-aufspannende Menge. Daher gilt

N
1
lim sup — log 7span(n, €, f) < limsup x;)
N 1
< maxlimsup flog Tspan (1, €, flx,)-

=1 npnooco
Daraus folgt h(f) < max; h(f|x,).
u (v): Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 10. O

7.10 Beispiel: Einige triviale Fille, in denen die Entropie Null ist, sind die
folgenden:

(1) X ist endlich. Dann ist 7gpan(n, e, f) < #X fir allen >1, ¢ > 0.
(2) f ist eine schwache Kontraktion, d.h. d(f(z), f(y)) < d(z,y) fiir alle

z,y € X. Dann ist d, s(z,y) = d(z,y) fiir alle n > 1, also Tspan(n, €, f) =
Tspan (1, €, f). Insbesondere ist also die topologische Entropie einer Rotati-

on auf dem Einheitskreis gleich Null, da es sich um eine Isometrie handelt.

(3) Die Menge {f™},>0 der Iterierten von f ist gleichgradig stetig, d.h. fur je-
des ¢ > 0 existiert ein § > 0, so dass d(f™(z), f"(y)) < ¢ fiir alle n > 0, falls
d(z,y) < §. Dann gilt Bs(z) C BX(x) fiir alle n > 1 und € > 0. Damit ist
Tspan (1, €, f) < Tspan(1,0, f), woraus limsup,,_, . (1/n)10og Tspan(n, €, f) =
0 folgt.
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Da die topologische Entropie eine globale Charakteristik eines dynamischen Sys-
tems ist, liegt die Vermutung nahe, dass die Dynamik auf gewissen Teilbereichen
des Zustandsraums, wo sich das System sehr reguldr verhilt, keinen Beitrag
zur Entropie liefert. Denken wir zum Beispiel an Conley’s Dekompositionssatz
(Theorem , so wiirden wir vermuten, dass die Entropie durch die Dyna-
mik auf der kettenrekurrenten Menge bestimmt ist. Dies ist auch richtig, und
wird durch folgendes Theorem von Bowen noch verschérft. Der folgende Beweis
stammt aus [1].

7.11 Theorem: Fiir jedes TDS (X, f) gilt h(f) = h(flacs))-

Beweis: Sei U eine offene Uberdeckung von X. Fiir ein fest gewihltes n € N
sei V, C U™ eine Teilmenge, die fiir Q(f) eine minimale Teiliiberdeckung ist.
Die Menge K := X\ Uy ¢y, V ist kompakt und besteht aus wandernden Punk-
ten. Daher kénnen wir K mit endlich vielen wandernden Mengen iiberdecken,
d.h. mit offenen Mengen U, so dass U N f™(U) = () fiir alle n > 1 (Teilmengen
von X, nicht notwendigerweise von K), so dass jede dieser Mengen in einem Ele-
ment von 4" enthalten ist. Diese Mengen bilden zusammen mit allen Elementen
von V,, eine offene Uberdeckung W,, von X, die feiner ist als U™.

Jedes Element von (Wn)]]‘%n ist von der Form
k—1 ‘
(W), WieW,.
i=0

Ist eine solche Menge nichtleer, so gilt: Falls W; = W; fiir ¢ < j, so schneidet
frU=D(W;) die Menge W; = W;, also kann W; keine wandernde Menge sein,
d.h. W; € V,. Wandernde Mengen koénnen sich also nicht wiederholen. Wir
wollen die Anzahl der Elemente von (Wn)’}n abschétzen. Ist j die Anzahl der
i€ {0,1,...,k — 1}, fiir die W; wandernd ist, dann gilt 0 < j < m mit m =
H#Wp\Vn). Es gibt (T]") Mboglichkeiten eine j-elementige Teilmenge von W, \V,
auszuwihlen und diese Mengen konnen auf k- (k—1)-...-(k—j+1) = k!/(k—j)!
verschiedene Arten als W;’s auftauchen. Fiir die restlichen W;’s kénnen wir
beliebige Elemente von V,, auswihlen. Deshalb ist die Anzahl der Elemente von
(W) nicht groBer als

> (7)o o

=0

Da k!/(k — j)! <k < k™ und (Zn) < ml, ist diese Zahl nicht groBer als (m +
1) -m!- k™ - (#V,)*. Folglich gilt

h(f",W,) < lim %IOg ((m+ 1) E™ - (#Vn)") = log #V,,
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und daher gilt mit Lemma [7.2] (iv), dass

M) = U S RO W)

IN

1 1

-1 = —log N(U|arm)™).
—log#V, = —log (UlaH)™)
Fiir n — oo erhalten wir

h(f,U) < h(flacsy),Ulag) < h(flag))-

Da U beliebig gewihlt war, folgt h(f) < h(flo(y)). Die andere Ungleichung folgt
aus Satz (iv). O

7.12 Bemerkung: Mit etwas mehr Aufwand kann man sogar zeigen, dass

W) = hFlg)-

7.13 Beispiel: Wir betrachten eine linear induzierte Abbildung f : S™ — S”
auf der n-dimensionalen Einheitssphire,

Ax

fA(x):HTxH’ A€ Gl(n+1,R).

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die Jordan-Normalform von A
nur aus einem einzigen Jordanblock zu einem reellen Eigenwert oder zu einem
komplex konjugierten Eigenwertepaar besteht. Nach Ubungsaufgabe 1 auf Blatt
4 ist die nichtwandernde Menge von f4 die radiale Projektion des zugehorigen
Eigenraums. Im Falle eines reellen Eigenwerts ist die Einschrankung von fu
auf Q(f4) damit bis auf ein Vorzeichen die Identitét, also insbesondere eine
Isometrie. Theorem|[7.11]zusammen mit Beispiel[7.10](2) liefert damit h(f4) = 0.
Im Falle eines komplex konjugierten Paares von Eigenwerten wirkt A (bis auf
lineare Konjugation) als Drehstreckung auf die Vektoren im reellen Eigenraum
von A. Dies sieht man wie folgt: Sei A\ = a + i3, A = a — i das komplex
konjugierte Paar von Eigenwerten. Da A invertierbar ist, sind diese ungleich
Null, und wir kénnen auch o = rcos(¢) und 8 = rsin(p) mit r > 0 schreiben.
Ist z € (ES @ E%) NR™! so gilt = v + w mit komplexen Komponenten
v € EY und w € E%, fiir die Re(v) = Re(w) und Im(v) = —Im(w) gilt, denn
die Imaginérteile miissen sich aufheben, und da Az auch reelle Komponenten
hat, gilt

Az = Av+ Aw = (a+if)(Re(v) +iIm(v)) + (o — i8)(Re(w) — i Im(v))
= (aRe(v) — fIm(v) + aRe(w) — SIm(v))
+i (aIm(v) + S Re(v) — aIm(v) — SRe(w)).

=0

Da der Imaginérteil von Az verschwindet, gilt Re(v) = Re(w). Es ergibt sich
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weiter

Az = rcos(p)Re(v) — rsin(y) Im(v) + r cos(¢) Re(v) — rsin(p) Im(v)
= 71 (2Re(v)cos(p) — 2Im(v) sin(p))
= T((COS(@)[Re(’U) +Im(v)] + sin(p)[Re(v) — Im(v)])

+ (= sin(g) [Re(v) + Im(v)] + cos(y)[Re(v) — Im(v)]))

- (Rl 20) (RE50)

Wiihlen wir ein geeignetes Skalarprodukt auf R"*!, so ist A auf dem reellen Ei-
genraum zu o=+ also eine Drehstreckung. Bei der Projektion auf S™ verschwin-
det der Streckungsfaktor 7. Dann ist f4 auf Q(f4) eine Isometrie beziiglich einer
geeigneten Metrik, also gilt auch in diesem Fall hA(f4) = 0. Man kann zeigen,
dass h(fa) = 0 fiir beliebige Matrizen A € Gl(n + 1,R).

Wie wir in Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 10 gesehen haben, kann bereits eine
Intervallabbildung unendliche Entropie haben. Wir wollen im Folgenden ein
einfaches Kriterium fiir die Endlichkeit der topologischen Entropie angeben.
Dazu fithren wir den Begriff der Fraktal-Dimension ein (auch Box-Dimension
oder kapazitive Dimension genannt).

7.14 Definition: Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Fiir jedes ¢ > 0
bezeichnen wir mit N (X, ¢) die minimale Anzahl von e-Béllen, die nétig ist um
X zu iiberdecken. Dann heif$t

log N(X
dimp(X) := limsup log N(X, ¢)
=\0 |log €|

die Fraktal-Dimension von X.

7.15 Bemerkung: Die Definition der Fraktal-Dimension macht auch fiir Men-
gen Sinn, die total beschrinkt aber nicht notwendigerweise kompakt sind.

7.16 Beispiel: Sei X = [0,1]" der kompakte Einheitsquader im R"™, ausge-
stattet mit der Standard-Metrik d(x,y) = ||z — y||. Es ist klar, dass N(X,¢)
asymptotisch wichst wie 1/¢". Damit ist

—nloge

dimg([0,1]") = limsup ———— =n
(017 = imsup 70

Allgemein gilt fiir kompakte Teilmengen K C R™ mit nichtleerem Inneren, dass
dimp(K) = n. Ebenso gilt dies fiir kompakte n-dimensionale Mannigfaltigkeiten
(z.B. n-Torus oder n-Sphére).
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7.17 Satz: Sei (X,f) ein TDS. Ist dann f (global) Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L(f) und gilt dimp(X) < oo, so folgt

h(f) < max{0,log L(f)} - dimp(X).
Insbesondere ist die Entropie also in diesem Fall endlich.

Beweis: Sei L := max{1,L(f)},n > 1und € > 0. Withle z,y € X mit d(z,y) <
L. Dann gilt fiir beliebige 0 <7 <n — 1, dass

d(f'(z), f'(y)) < L'd(z,y) < L' "e <e.

Damit folgt _ _
duploy) = max _d(fi(z), f(y) <.

0<i<n—1

Falls F C X eine minimale (n,e¢)-aufspannende Menge ist, wird X iiberdeckt
durch die Bowen-Kugeln der Ordnung n mit Radius &, deren Mittelpunkte
die Elemente von F' sind. Jeder von diesen Billen enthilt einen (L~ "¢)-Ball
(beziiglich der gegebenen Metrik d), wie wir gezeigt haben. Folglich gilt

Tspan(n757 f) S ]\/v()(7 L_né").

Falls L™ < 1, gilt |log(L™"¢)| = | — nlog L + loge| = nlog L — loge, und
daher
- |log(L™"¢)| 4+1loge  |log(L~"e) ) loge
N log L ~ logL |log(L—"e)]

Wir diirfen annehmen, dass L > 1, und deshalb folgt

loge
i 1+ —— | =1.
j&( i |log<Lne>>
Dies liefert

1 span\’t) €, . log N X, L
hsparl (67 f) - hm sup Ogrp—(nsf) S hm sup u

n— o0 n n—o00 n
log N(X,L™™
= logL -limsup log N(X, L™"c)

< log L - di X).
M g (L) os L dime(X)

Es folgt h(f) <log L - dimp(X), wie behauptet. O
7.18 Bemerkung:

e Die Annahme, dass dimp(X) < oo ist notig, da ansonsten auf der rechten
Seite der Abschitzung der undefinierte Wert 0 - oo stehen koénnte.
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e Eine Verbesserung der oberen Schranke kann man manchmal erzielen
durch Anwendung der Potenzregel h(f™) = nh(f). Damit gilt

1

h(f) < (H;fl — max{0, log L(f")}) ~dimp(X).
n=>1mn

Natiirlich kann man die obere Schranke auch durch Wahl einer anderen

Metrik abdndern. Im Allgemeinen wird man damit trotzdem keine scharfe

Schranke erhalten.

e Ist f eine stetig differenzierbare Abbildung auf einer kompakten Man-
nigfaltigkeit oder auch auf dem Einheitsintervall, so ist eine Lipschitz-
Konstante von f gegeben durch max,cx ||Df(x)||, die maximale Norm
der Ableitung. Solche Abbildungen haben also stets endliche topologische
Entropie.

Im Abschnitt iiber symbolische Systeme haben wir den Begriff der (positiven)
Expansivitédt eingefiihrt. Hat ein System diese Eigenschaft, so lédsst sich seine
topologische Entropie durch die Wachstumsrate der Anzahl periodischer Punkte
abschétzen.

7.19 Satz: Ist (X, f) ein TDS, so dass f positiv expansiv ist, dann gilt

h(f) = p(f),

wobei p(f) die Wachstumsrate der periodischen Orbits bezeichnet (siehe Defini-
tion . Dieselbe Ungleichung gilt, wenn f ein expansiver Homéomorphismus
ist.

Beweis: Sei § > 0 die Expansivitiatskonstante. Seien x,y € X zwei n-periodische
Punkte, so dass d(f*(z), f*(y)) < 6 fiir k =0,1,...,n — 1. Dann gilt dies auch
fiir alle & > 0, und damit folgt * = y. Daher ist die Menge Per,(f) (n,d)-
separiert. Es folgt

1 1
h(f) > limsup — log rsep(n, 6, f) > limsup — log max{1, # Per,(f)}.

n—oo N n—oo N

Den Beweis fiir expansive Homdomorphismen fithrt man analog. U

7.20 Beispiel: Wir betrachten die Winkelverdopplung f : S' — S, f(z) = 2.
Wie in Ubungsaufgabe 4 auf Blatt 5 gezeigt, ist f expandierend und damit
positiv expansiv. Die Wachstumsrate der Anzahl periodischer Punkte fiir f ist
log 2. Also gilt hA(f) > log2. Umgekehrt folgt mit Satz dass h(f) <log2,
also

h(f) = log2,

denn beziiglich der Standard-Metrik des Einheitskreises hat f die Lipschitz-
Konstante 2 und die Fraktal-Dimension des Kreises ist natiirlich 1.
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Um die topologische Entropie der Zeltabbildung zu bestimmen, benotigen wir
ein weiteres Resultat von Bowen.

7.21 Theorem: Seien (X, f) und (Y,g) TDSe, so dass eine Semikonjugation
h: X — Y existiert. Ist dann #h~'(y) gleichméfBig beschréinkt, so gilt h(f) =

h(g).

Beweis: Sei ¢ > 0 fest gewdhlt. Sei C' > 1 eine obere Schranke fiir die Anzahl
der Punkte in h=1(y), y € Y. Wir werden zeigen, dass fiir jedes m > 1 ein 8 > 0
existiert, so dass

1
hsep(2€7 f) < hspan(ﬁ, g) + E IOg C. (4)

Da hspan(8,9) < h(g), folgt fiir m — oo, dass heep(2¢, f) < h(g). Dies gilt fiir
alle € > 0, also folgt h(f) < h(g). Die umgekehrte Ungleichung folgt mit Satz
(i). Wir miissen nun also (4 beweisen. Dazu definieren wir

Uy =Uyme = U B'(2).
z€h™1(y)

Offensichtlich ist U, eine offene Umgebung von h~!(y). Wegen der Stetigkeit
von h und der Kompaktheit von X gibt es eine offene Umgebung W, von y
in Y, so dass h™'(W,) C U,. In der Tat: Gibt es keine Umgebung von y mit
h=Y(W,) C Uy, so existiert eine Folge y, — y mit h™ (y,) ¢ Uy, also gibt es
wy, € h™(y,) mit dy, £ (wy, z) > € fiir alle z € h=!(y). Fiir einen Haufungspunkt
w dieser Folge erhélt man den Widerspruch h(w) = y und d,, f(w, z) > e fiir
alle z € h=1(y).

Wegen der Kompaktheit von Y gibt es eine endliche Teiliiberdeckung
{Wy,,..., W, }. Sei B > 0 die Lebesgue-Zahl dieser Uberdeckung, also die ma-
ximale Zahl 8 = f(m,e) > 0, so dass jeder 3-Ball in einer der Mengen W,
enthalten ist. Wir werden zeigen, dass

1 1 1 1
—1 se 727 Sfl span\’ty, PV, —1 C — 1 C. 5
g Tsep(n, 2¢, f) < —logrspan(n, B,9) + —log € + — log (5)

Daraus folgt , wenn wir n gegen oo gehen lassen. Um zu beweisen, werden
wir die Vorwiértsorbits von f in Segmente der Lange m unterteilen. Fiir n € Ny
sei | € Ny so gewédhlt, dass

(I—1)m<n<Ilm. (6)

Sei Egep(n,2e,f) C X eine maximale (n,2e, f)-separierte Menge und
Eepan(n,B,9) C Y eine minimale (n,(,g)-aufspannende Menge. Fiir y €

Espan(nv 57 g) sei q(]a y) € {yla v 7yp} S0 gewéhlt, dass
Bs(g’ (y)) € Wy (7)

Um 7gep(n, 2¢, f) mit Hilfe von repan(n, 8, 9) abschétzen zu konnen, definieren
wir

<)0l : Esep(na2€7f) — Espan(n7/67g) X Xl7 @l(aj) = (y;x07 e a‘rl—l)v
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wobei (1) dy4(y,h(z)) < B und y € Egpan(n, 8,9) und (2) z5 € h=*(g(sm,y))
die Bedingung d, ¢ (f*™(z), xs) < e fir 0 < s < [ erfiillt. Dass Letzteres moglich
ist, sicht man wie folgt: Da d, ,(y, h(x)) < B, ist d(¢/(y), ¢’ (h(z))) < B fiir
j=0,1,...,n—1. Wegen (7) ist dann g7 (h(z)) = h(f?(x)) € Wy(j,). Wegen
hil(Wq(jm) C Uy(j,y) folgt, dass fi(x) € Uq(j,y)- Dies wiederum heifit, dass ein
z € h™(q(j,v)) existiert mit d, ¢(f/(z),z) < e. Fiir j = sm bezeichnen wir
diesen Punkt z mit x,.

Die Abbildung ¢; ist injektiv. Ist ndmlich ¢;(w) = ¢i(2) = (y; 20, ..., 21—1), SO
folgt fiir 0 <t < mund 0 < s <[, dass

A (W), S ) € g (P (0),2) + g (20, 7).

Aus Im > n erhalten wir d, f(z,w) < 2e. Weil Egep(n,2¢, f) (n,2¢)-separiert
ist, folgt w = z, also die Injektivitét.

Die Injektivitdt von ¢; benutzen wir jetzt, um zu beweisen. Fiir y €
Egpan(n, B, g) gilt

-1
# [o1(Baep(n, 26, 1)) 0 ({y} x X)) < [ #p (a(sm,y)) < C".
s=0

Weil es 7span(n, 8, g) verschiedene Elemente y € Egpan(n, 8, g) gibt, gilt

Tsep(nz 257 f) = #Qol(Esep(nv 25; f)) S Tspan(n» 67 f) : Cl'

Daraus ergibt sich , denn

1 l 1 1
—logC! = ﬂlogC @ ntm logC' = —logC + —logC.
n nm m n
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

7.22 Beispiel: Nach Ubungsaufgabe 2 von Blatt 2 wissen wir, dass es eine
Semikonjugation von der Winkelverdopplung zur Zeltabbildung gibt, so dass
jeder Punkt hochstens zwei Urbildpunkte hat. Damit ist also die topologische
Entropie der Zeltabbildung gleich der der Winkelverdopplung, h(f) = log 2.

Im Folgenden wollen wir die topologische Entropie von symbolischen dynami-
schen Systemen bestimmen. Im Beweis des folgenden Satzes verwenden wir eine
geringfiigig andere Definition (n,e)-separierter Mengen, die aber den gleichen

Wert fiir die topologische Entropie liefert (siche Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 11).

7.23 Satz: F'ir einen Subshift oy y|g gilt

1
h(on,+|s) = limsup — log wy,, (8)
n—oo T
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wobei w,, die Anzahl der zuléssigen Woérter der Linge n bezeichnet (womit hier
gemeint ist, dass es eine Folge x € S gibt, die das Wort enthiilt). Insbesondere
ergibt sich fiir die topologische Entropie des vollen Shifts

1
h(on +) = limsup — log N = log N.

n—oo N

Beweis: Wir verwenden im Folgenden die Metrik d = d3 4, d.h.

d(x,y) _ i 6(Ik7yk).

k
k=0 3

Es gilt d(z,y) < 1/2 genau dann, wenn zy = yo. Um die Entropie von on +|s
zu berechnen, verwenden wir (n, €)-separierte Mengen. Zunéchst stellen wir fest,
dass

; 1 .
Ogrjngaz(ild (ag\,,_i_(x),agv#(y)) < 3 & x;=y; fur j=0,...,n—1.

Folglich besteht eine maximale (n,27!)-separierte Menge aus w, Elementen,
woraus folgt, dass

1
hsep (O'N)+|5', 2_1) = lim sup — log w,,.
n

n—oo
Wir betrachten nun die Nullfolge ¢, := 27137%, k € N. Es gilt d(z,y) <27137*
genau dann, wenn x; = y; fiir j =0,...,k, und daher

Tsep (n, 2_13_k70N,+\s) = Tsep (n + k, 2_1, O'N’+|S) .
Es folgt

. 1
h(on+|s,ex) = limsup —logrsep (7, €k, 0N +|5)
n—oo N

. 1 _
= limsup —logrsep (n +k,2 170'N’+|S)
n—oo N

. 1
= limsup — logw,,
n—oo M

womit die Aussage bewiesen ist. O

Verwendet man die Metrik d = ds, so erhélt man analog dieselbe Formel fiir die
Entropie eines beidseitigen Subshifts (Ubungsaufgabe 4 auf Blatt 11).

7.24 Satz: Fiir einen Subshift on|g gilt

1
h(on|s) = lim sup — log w,,, (9)

n—oo N

wobei w,, die Anzahl der zuldssigen Worter der Lénge n bezeichnet. Insbeson-
dere gilt fiir den vollen beidseitigen Subshift

1
h(on) = limsup - log N™ = log N.

n—oo
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Mit Satz erhalten wir folgendes Korollar.

7.25 Korollar: Die topologische Entropie der skalierten Zeltabbildung f(x) =
3/2(1 — |2z — 1|), eingeschréinkt auf die Mittel-Drittel-Cantormenge, ist log 2.

7.26 Bemerkung: Mit Satz erhilt man aus obigem Korollar die
Abschitzung dimp(A) > log2/log3 fiir die Fraktal-Dimension der Mittel-
Drittel-Cantormenge. Man kann zeigen, dass dies sogar der exakte Wert ist.

Nun konnen wir auch eine Formel fiir die topologische Entropie einer Markov-
Kette angeben.

7.27 Korollar: Die topologische Entropie einer topologischen Markov-Kette
oA,(+) ist gegeben durch

h(UA,(+)) =logr(4A),

wobei r(A) den Spektralradius von A bezeichnet. Wenn A transitiv ist, gilt
damit insbesondere h(c4,4)) = p(0a,+))-

Beweis: Die Anzahl der zulidssigen Worter der Linge n ist nach Lemma [5.20)
gegeben durch

N N N
wa = 3D onln— 1) = 37 (A" iy = 4.
i=1 j=1 4,j=1

Damit folgt

1 n
lim sup — log w,, = lim log HA"_lH}/ =logr(A),
n—oo T n—00

womit der Beweis abgeschlossen ist. O

7.28 Bemerkung: Insbesondere folgt aus dem Korollar, dass der Spektralra-
dius einer Transitionsmatrix > 1 ist. Dies kann man auch elementarer beweisen
wie folgt: Nehmen wir an, dass r(A) < 1. Dann gilt |\;| < 1 fiir die Eigenwerte
A1, ..., Ay von A. Es folgt

trAk:Z)\f%O fiir k£ — oo.
i=1

Da tr A* als Summe der Diagonalelemente von A* ganzzahlig ist, folgt daraus
tr A¥ = 0 fiir alle hinreichend grofien k. Da zudem die Eintriige von A* nichtne-
gativ sind, folgt (A*);; = 0 fiir i = 1,..., N und alle hinreichend grofen k. Nach
Lemma [5.20] bedeutet dies, dass es keine zuléssigen Worter der Linge k+1 gibt,
die mit dem selben Symbol beginnen und enden. Da in jeder Folge mindestens
ein Symbol unendlich oft vorkommt, ist dies nicht méglich.
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Schliefllich wollen wir noch die topologische Entropie der Torusendomorphismen
bestimmen. Fiir einen rigorosen Beweis ist noch etwas Vorarbeit notig. Zunéichst
werden wir die Definition der topologischen Entropie auf Selbst-Abbildungen
von nicht-kompakten metrischen Rdumen erweitern. (Diese Erweiterung stammt
von Bowen.) Im Folgenden wird stets f : X — X eine gleichmifBig stetige
Abbildung auf einem metrischen Raum (X, d) sein. Dann lassen sich wieder die
Bowen-Metriken

dn,f(xay) = Inax d(fl(x)vfl(y))v n>1,

0<i<n—1

definieren.

7.29 Definition: Sei f : X — X eine gleichméfig stetige Abbildung auf einem
metrischen Raum (X,d). Sei ferner K C X kompakt (aber nicht notwendiger-
weise invariant). Wir bezeichnen mit rsp(n, e, K, f) die maximale Kardinalitédt
einer in K enthaltenen (n, €)-separierten Menge. Mit repan(n, €, K, f) bezeichnen
wir die minimale Kardinalitit einer Menge F, die K (n,¢)-aufspannt, d.h. fiir
jedes x € K existiert y € F mit dy, ;(z,y) < €. Dann definieren wir

1
hsep(e, K, f) = limsup —logrsep(n, e, K, f),
n—oo N
1
hspan(E,K, f) = hmsup* logrspan(n757K7 f)
n—soo N

Mit heep (K, f) und hepan (K, f) bezeichnen wir die Limites dieser Gréfen fiir
€ \( 0. Diese beiden Grofien sind gleich und wir bezeichnen ihren gemeinsamen
Wert mit hq(K, f). Dann ist die topologische Entropie von f definiert als

ha(f) := sup ha(K, f),
K

wobei das Supremum jeweils iiber alle kompakten Teilmengen K von X genom-
men wird.

7.30 Bemerkung:

e Die Existenz der Limites fiir ¢ N\, 0 folgt mit dem gleichen Argument wie
im Falle eines kompakten Zustandsraums. Ebenso folgt genauso wie im
kompakten Fall, dass man den gleichen Wert erhélt, egal ob man minimale
aufspannende oder maximale separierte Mengen betrachtet. Es gilt

Tspan(nvgvKa f) S rsep(n,s,K,f) S rspan(n7€/27K7 f) < Q.

o Das Subskript d in hq(f) steht fiir die Metrik auf X. Denn anders als zuvor
hingt die GroBe hq(f) jetzt von der Metrik ab. Genauer: Sind d und d’
zwei Metriken auf X, so dass die Identitéitsabbildungen (X, d) — (X,d’)
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und (X, d") — (X, d) beide gleichmiBig stetig sind, so gilt hq(f) = ha (f).
Insbesondere ist dies natiirlich der Fall, wenn X kompakt ist. Dann gilt

ha(f) = ha(X, f) = h(f)
fiir jede Metrik d auf X, da natiirlich hq(K, f) < hq(K', f), falls K C K'.

Wir wollen hy(f) berechnen fiir eine lineare Abbildung f : R® — R", wenn d
die Euklidische Metrik ist.

7.31 Lemma: Es gilt:

(i) Ist f : X — X gleichméBig stetig, so ist hq(K, f™) = n - hqa(K, f) fiir alle
kompakten Mengen K C X undn € N. Damit gilt auch hqa(f™) = n-hq(f).

(ii) Sind f : X — X und g : Y — Y gleichmiéBig stetig, so gilt fiir die
Produktabbildung f x g: X xY = X XY, (z,y) — (f(2),9(y)), dass

hd(f X g) < hdx (f) + hdy (g)v

wobei die Metrik d auf X x Y definiert ist durch
d((w1,y1), (v2,92)) = max {dx (v1,22),dy (y1,92)} -

(iii) Sind f : X — X und g : Y — Y gleichmibBig stetig, und ist h : X =Y
ein Homéomorphismus, so dass h und h™' beide gleichméfig stetig sind,
mit ho f = goh, so gilt hay (f) = hay (9).

(iv) Ist f + X — X eine global Lipschitz-stetige Abbildung mit Lipschitz-
Konstante L(f) und K C X eine kompakte Menge mit dimp(K) < oo, so
gilt

ha(K, f) < max{0,log L(f)} - dimp(K).

Beweis: Analog wie im Fall eines kompakten Zustandsraums. In (ii) lisst sich
allerdings die Gleichheit nicht zeigen, da anders als im kompakten Fall der Limes
Superior nicht durch den Limes Inferior ersetzt werden kann (siehe Beweis von

Satz (iii)). O

7.32 Satz: Ist f: V — V eine lineare Abbildung auf einem Euklidischen Vek-
torraum V', so gilt

ha(f) < Z max{0,ny log |\|},
Aeo(f)

wobei o(f) die Menge der Eigenwerte von f bezeichnet, und n) die algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts \.
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Beweis: Wir konnen V' als direkte Summe der verallgemeinerten Eigenrdume
schreiben, V = V1 ®- - -®V,.. Jeder Eigenraum ist invariant unter f. Dann kénnen
wir f als direktes Produkt f = f; x--- x f, auffassen, wobei f; = f|y,. Genauer:
Wir zerlegen jedes v in Komponenten v = v1+- - -+wv, mit v; € V; und betrachten
den Homdomorphismus h: V — Vy x -+ x V., v+ (v1,...,v,). Betrachten wir
auf Vi x --- x V,. die Produktmetrik, so sind A und h~! gleichméfig stetig (es
handelt sich ja um lineare stetige Abbildungen!) und h ist eine topologische
Konjugation zwischen f und f; X --- x f,.. Daher gilt mit Lemma

haf) < S ha(F) < Y limsup g, (£7)
i=1 i=1

n—oo T

Zlim sup 1 max {0, log || f*]|} - dim(V;)

° n—oo T
i=1

= Z lim sup max {0, log ||fz”||1/”} - dim(V5).

; n—o00
=1

IN

Bekanntlich konvergiert || f7*[|'/™ gegen den Spektralradius von f;. Ist \; der zu

V; gehorige Eigenwert, so ist dies |A;| und ferner gilt dann dim(V;) = ny,. Damit
folgt

ha(f) <) max{0,ny, log [\il},

i=1
wie behauptet. O

Um auch die umgekehrte Ungleichung zu zeigen, fiihren den Begriff eines f-
homogenen Mafles ein.

7.33 Definition: Sei f : X — X eine gleichméfBig stetige Abbildung. Ein
Borel-Ma8 1 auf X heifit f-homogen, falls

(i) p(K) < oo fiir alle kompakten Mengen K C X;
(ii) w(K) > 0 fiir mindestens eine kompakte Menge K C X;

(iii) Fiir jedes € > 0 existieren § > 0 und ¢ > 0, so dass

w(B5 (y)) < cu(BE(x))

fiir allen > 0 und z,y € X.

Fiir alle solchen p definieren wir

1
.= lim limsup — — log 1u(B™(z)).
E(p, f) lim lim sup nogu( 2(z))

0 nooo

Nach Eigenschaft (iii) hdngt diese Gréfe nicht von x € X ab.
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Erinnerung: Ein metrischer Raum X heifit lokal kompakt, falls jede Umgebung
U eines Punktes z € X eine kompakte Umgebung von x enthélt.

7.34 Satz: Sei f: X — X eine gleichmébig stetige Abbildung auf einem lokal
kompakten metrischen Raum (X, d) und p ein f-homogenes Mafl. Dann gilt

hd(f) = k(lu" f)

Beweis: Sei K C X eine kompakte Menge. Wegen der lokalen Kompaktheit
existiert eine Umgebung U von K mit u(U) < oo. Sei ¢ > 0 klein genug gewéhlt,
dass die e-Umgebung N (K) = U,cx B:(z) ganz in U enthalten ist. Ist £ C
K eine maximale (n,e)-separierte Menge, so ist |J,cp Bl/y(#) eine disjunkte
Vereinigung. Wir wéhlen 6,¢ > 0, so dass u(Bg(y)) < cu(BL)y(x)) fir alle
z,y € X und n > 0. Dann gilt fiir einen beliebigen aber fest gewéhlten Punkt
Yo € X, dass

Psep(ns &, K, ) - u(Bf (y0)) = D n(B§ (yo)) < D eBlyy(x) < ep(U),
zel zel

und folglich
. 1 n
hsep (e, K, f) < limsup T log p(Bs' (yo))-

n—roo

Wenn ¢ \ 0, kénnen wir auch § = 6(g) N\, 0 annehmen und damit folgt hq(f) <
k(p, f)-

Nun sei K C X eine kompakte Menge mit p(K) > 0. Falls F' eine minimale
Menge ist, die K (n,d)-aufspannt, gilt

U Bi(@) > K.
zeF

Zu gegebenem ¢ > 0 wéhle d,¢ > 0, so dass u(Bf(x)) < cu(Br(y)) fir alle
z,y € X und n > 0. Dann gilt

Popan (1,0, K, f) - ep(BL (o) = D p (B () > (U B?(JC)) > p(K) > 0.

zeF zeF

Daraus folgt die umgekehrte Ungleichung. O

7.35 Satz: Ist f : V — V ecine lineare Abbildung auf einem FEuklidischen Vek-
torraum V', so gilt

ha(f) =Y max{0,nylog|A[},

A€o (f)

wobei o(f) die Menge der Eigenwerte von f bezeichnet, und n) die algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts \.
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Beweis: Wir miissen nur noch die Ungleichung “>" beweisen. Dazu sei VT die
direkte Summe aller verallgemeinerten Eigenrdume von f zu Eigenwerten mit
Betrag > 1 und f* := f|y+. Dann ist insbesondere f* invertierbar und es gilt
ha(f) > ha(fT). (Betrachte nur die kompakten Teilmengen von V, die in V'
liegen.) Sei p das Standard-Lebesgue-Mafl auf V. Wegen

BZ(0; f7) C (fF) " Be(0; V)

gilt
Ve
(B2 1) < (B0 V) - den( )| = 2o

Das Maf} p ist offensichtlich f-homogen, da die Bowen-Kugeln der Ordnung n
und Radius ¢ einer linearen Abbildung sich nur um Translationen unterscheiden:

Bl (z)—x = {y—er: max1||fi(x—y)||<€}

0<i<n—

— {z €V : max ) I fiz|| < 8} = BZ(0).

0<i<n—

Damit folgt

k(p, f7) > log [ det fF] = > max{0,nxlog|A]},
Aea(f)

womit der Beweis unter Verwendung von Satz [7.34] abgeschlossen ist. O

Um nun die Entropie der Torus-Endomorphismen zu bestimmen, benttigen wir
noch das folgende Resultat, das ein bifichen aus der mengentheoretischen Topo-
logie hinausfiihrt.

7.36 Satz: Seien f : N - N,g: M —- M und 7 : N - M = 7(N) stetig
differenzierbare Abbildungen zwischen glatten Mannigfaltigkeiten, so dass m o
f = gom. Seien d und d’ Metriken auf N und M. Sei u ein glattes Maf3 auf N, das
f-homogen (bzgl. d) ist und ' ein glattes Mafi auf M, das g-homogen (bzgl. d’)
ist. SchlieBllich sei x € N ein Fixpunkt von f und 7|y ein C!-Diffeomorphismus
einer Umgebung U von x auf eine Umgebung V' von 7(x). Dann gilt

ha(f) = k(u, f) = k(1', 9) = ha (9).

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass k(u, f) = k(u',g). Sei dazu Uy C U eine
Umgebung von z mit f(U;) C U und U; C U. Wihle € > 0 mit B.(z) C U;.
Da 7|y als C!-Diffeomorphismus lokal Lipschitz-stetig und offen ist, gibt es
a(e),b(e) > 0 mit

By ((x)) € 7(B2(2)) € Byo)(n(2)).

Dann folgt
Bioy(n(z); g) C m (BL (x5 f)) C Byey(m(); 9),
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denn da m(x) ein Fixpunkt von g ist, gilt

n

ae)(T(2);:9) = ﬂg "By (T ﬂg 7(B.(z)

n—1

() 7/ Be(w) = m (B (3 f)),

=0

und &hnlich fiir die zweite Inklusion. Da 7|y ein Cl-Diffeomorphismus ist, u
und y' glatte Mafle und U; eine kompakte Teilmenge von U (wenn klein genug
gewahlt), gibt es C1,Cy > 0, so dass fiir jede Menge E C U gilt

Cip(n(E)) < p(E) < Cop/(n(E)).

Damit folgt

. 1 n
limsup —— logu (By(ey(m(2); f)) = limsup - log u(BL (x; f))

n— oo n—0o0

1
> hmsup—glOgM(Bb(g)( ( );9))-

n—oo

Wir kénnen a(e), b(e) offensichtlich so wihlen, dass a(e),b(e) — 0 fiir € — 0.
Dann folgt k(u',g) > k(u, f) = k(1', 9). O

7.37 Theorem: Die topologische  FEntropie eines linearen  Torus-
Endomorphismus fa : T™ — T" ist gegeben durch

h(fa) = > max{0,nylog|A[}.

Xeo(A)

Beweis: Wir betrachten die kanonische Projektion 7 : R™ — T™ = R"™/Z™. Dies
ist eine surjektive stetig differenzierbare Abbildung zwischen glatten Mannig-
faltigkeiten. Ebenso sind A : R® — R™ und fa : T™ — T™ stetig differenzierbar
und es gilt m 0 A = f4 o m. Das Lebesgue-Maf} auf R” ist A-homogen und das
induzierte Lebesgue-Maf§ auf T™ ist f4-homogen. Dabei verwenden wir auf 7"
die in Beispiel [3.6] eingefiihrte Metrik. Der Ursprung 0 € R™ ist ein Fixpunkt
von A und lokal ist 7 bei 0 ein Diffeomorphismus (sogar eine Isometrie). Deshalb
kann man Satz [7.36] anwenden und erhlt, dass die Entropie von f4 gleich der
von A ist. Mit Satz [7.35] folgt die Behauptung. O

7.38 Bemerkung: Auf dieselbe Art und Weise lésst sich die Entropie eines be-
liebigen Liegruppen-Endomorphismus beziiglich einer rechtsinvarianten Metrik
bestimmen. Im Allgemeinen ist die zugehorige lineare Abbildung die Ableitung
des Endomorphismus im neutralen Element der LiegruppeE und die Semikon-
jugation 7 ist die Liegruppen-Exponentialabbildung. Siehe auch Bowen [4] [5].

16Siche http://de.wikipedia.org/wiki/Lie-Gruppe.
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Damit haben wir fiir alle in der Vorlesung behandelten Beispiele die topologische
Entropie bestimmt. Hier nochmal ein Uberblick:

e HomoOmorphismen des Einheitsintervalls f : I — I oder Einheitskreises
f:St — S! (insbesondere Rotationen):

h(f) = 0.

Zeltabbildung f: I — I, f(z) =1— |2z — 1
h(f) = log 2.
e Winkelverdopplung f: S! — St f(2) = 2%

h(f) =log2.

Torus-Endomorphismen f4 : T" — T, fa([z]) = [Az]:

h(fa)= Y max{0,nylog|A[}.

A€o (A)

Linear induzierte Abbildungen auf der Einheitssphéire fy : S™ — S7,
falx) = Az /|| Az|:
h(fa) =0.

e Subshifts ON,(+) * EN7(+) — EN7(+):

) 1
h(on,(4)ls) = limsup — log w,,,
n—oo N
w, = Anzahl der zulédssigen Worter der Linge n.

e Topologische Markov-Ketten 04,4y : X4, 4) = X4,

h(oa,+)) = logr(4),
r(A) = Spektralradius der Transitionsmatrix.

e Skalierte Zeltabbildung auf der Mittel-Drittel-Cantormenge f|n : A — A,
flx)=3/2(1 — |2z — 1)):

h(fla) = log2.
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8 Literaturhinweise

Hier noch ein paar Literaturhinweise zur Vertiefung des behandelten Stoffs. Die
meisten Beweise der Vorlesung stammen auch aus diesen Quellen.

e Rekurrenz: Abschnitt 3.3 in Katok und Hasselblatt [7];

e Conley’s Dekompositionssatz: Easton [6];

e Symbolische Dynamik: Abschnitt 1.9 in Katok und Hasselblatt [7];

e Topologische Transitivitit: Kolyada und Snoha [8];

e Chaos: Aulbach und Kieninger [2], Banks et al. [3], Li und Yorke [9];

e Topologische Entropie: Abschnitte 3.1 und 3.2 bei Katok und Hassel-
blatt [7], Robinson [11], Bowen [4], Alseda et al. [I] (weitere Literatur:
siehe Uberblicksartikel http://www.math.uni-augsburg.de/prof/lam/
Mitarbeiter/christoph_kawan/Publikationen/Entropy_v30.pdf| auf
meiner Homepage).

9 Ubungsaufgaben

Blatt 1

Aufgabe 1: Kompakte metrische Rdume I
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent
sind:
(1) Jede offene Uberdeckung U von X besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.
(2) Jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge.

(3) X ist vollstindig und total beschriankt. (Zur Erinnerung: Vollstdndigkeit
bedeutet, dass jede Cauchy-Folge in X konvergiert. Totale Beschréanktheit
heifit, dass zu jedem e > 0 bereits endlich viele e-Bille zur Uberdeckung
von X geniigen.)

Aufgabe 2: Kompakte metrische Riume II

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen
gelten:

(a) Zu jeder offenen Uberdeckung U von X existiert eine Zahl ¢ > 0, so dass
jeder e-Ball in X' in mindestens einem Element von U/ als Teilmenge ent-
halten ist. (Die grofite solche Zahl heifit Lebesgue-Zahl der Uberdeckung.)

7


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1326374
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1616726
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1326374
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1644768
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1989572
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1157223
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0385028
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1326374
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1396532
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0274707
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1255515
http://www.math.uni-augsburg.de/prof/lam/Mitarbeiter/christoph_kawan/Publikationen/Entropy_v30.pdf
http://www.math.uni-augsburg.de/prof/lam/Mitarbeiter/christoph_kawan/Publikationen/Entropy_v30.pdf

(b) X ist separabel, d.h. X hat eine abzihlbare dichte Teilmenge.

(¢) Eine Teilmenge K C X ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
ist.

(d) Jede stetige invertierbare Abbildung f : X — X ist ein Homdomorphis-
mus.

Aufgabe 3: Gruppenwirkungen und Halbgruppenwirkungen

Sei ® : G x X — X eine Gruppenwirkung, d.h. G ist eine Gruppe, X ei-
ne nichtleere Menge, und es gilt ®(e,x) = z (e = neutrales Element) sowie
O(gh,x) = ®(g, P(h,z)) fiir alle g,h € G und x € X. Der Orbit eines Elements
z € X ist die Menge O(z) = {®(g,z) : g € G}.

(a) Zeigen Sie, dass die verschiedenen Orbits eine disjunkte Zerlegung von X
bilden. In anderen Worten: Die Relation

xT e~y & z € O(y)
ist eine Aquivalenzrelation auf X.

(b) Dieselben Definitionen machen Sinn, wenn G nur eine Halbgruppe ist
(d.h. es gelten alle Gruppenaxiome bis auf die Existenz von Inversen).
In diesem Fall sprechen wir von einer Halbgruppenwirkung. Zeigen Sie,
dass die Orbits einer Halbgruppenwirkung auf X nicht notwendigerweise
eine disjunkte Zerlegung von X liefern.

Aufgabe 4: Fixpunkte

(a) Beweisen Sie den Banachschen Fixpunktsatz: Sei (X, d) ein vollsténdiger
metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion, d.h. d(f(z), f(y)) <
Kd(x,y) fir alle ,y € X mit einer Konstante K € [0,1). Dann hat f
genau einen Fixpunkt z* € X und fiir jedes x € X gilt, dass f"(x) — a*
fiir n — oo.

(b) Zeigen Sie: Ist f : X — X eine beliebige stetige Abbildung auf einem
metrischen Raum (X, d), und gilt lim, o f™(z) = z* fiir gewisse x,2* €
X, so ist * ein Fixpunkt von f.

Blatt 2

Aufgabe 1: Topologische Konjugation I
Beweisen Sie den Satz 2.21 der Vorlesung: Seien (X, f) und (Y, g) TDSe.

(a) Sei h : X — Y eine topologische Konjugation. Dann gilt: Ist z € X ein
periodischer Punkt von f mit Primperiode n, so ist h(z) € Y ein peri-
odischer Punkt von g mit derselben Primperiode. Ferner gilt h(w(z, f)) =
w(h(z), g) fiir alle x € X.
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(b) Sei h : X — Y eine topologische Semikonjugation. Dann gilt: Ist = €
X ein periodischer Punkt von f, so ist h(x) ein periodischer Punkt von
g (aber nicht notwendigerweise mit derselben Primperiode). Ferner gilt
h(w(z, f)) C w(h(x),g) fiir alle z € X.

Aufgabe 2: Topologische Konjugation II

Wir betrachten die Zeltabbildung f : I — I, f(x) = 1 — |2z — 1|, aus Beispiel
3.3 der Vorlesung.

(a) Die Abbildung g : I — I, g(x) = 4x(1 — z), heifit logistische Abbildung.
Beweisen Sie, dass f und g topologisch konjugiert zueinander sind mittels
des Homoomorphismus

h(z) = sin® (gx>7 h:I—1.

(b) Zeigen Sie, dass (I, g) (und damit auch (I, f)) ein topologischer Faktor von
(S, F) ist, wobei F(z) = 22 die Winkelverdopplung bezeichnet. (Hinweis:
Versuchen Sie eine moglichst einfache surjektive Abbildung h : St — I zu
finden.)

Aufgabe 3: Homomorphismen des Einheitsintervalls

Sei f : I — I ein streng monoton fallender Homéomorphismus des kompakten
Einheitsintervalls I = [0,1]. Beschreiben Sie das Verhalten der Trajektorien
f™(x) fir alle z € I.

Aufgabe 4: Zeltabbildung

Wir betrachten nochmals die Zeltabbildung f: I — I, f(z) =1 — |2z — 1], aus
Beispiel 3.3 der Vorlesung.

(a) Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion die explizite Formel
n 2 : : n—1
f™(x) = = arcsin |sin(2" ')
™

fur die Iterierten von f.

(b) Zeigen Sie, dass sich f™ auch darstellen ldsst als

) = 2" (z— 2) fiir alle o € [2& 2841
AR L (z— ) fiir alle ¢ € [25HL 25421

wobei 0 < k<271 — 1.

(c) Beweisen Sie, dass die Punkte x € I mit endlichem Vorwértsorbit genau
die rationalen Zahlen in [ sind. Zeigen Sie weiter, dass deshalb nicht nur
die Menge der periodischen, sondern auch die der schliellich periodischen
Punkte dicht in I liegt.
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Blatt 3

Aufgabe 1: Lineare Torus-Endomorphismen I

Sei (X, f) ein TDS mit der Eigenschaft, dass die Anzahl der n-periodischen
Punkte fiir jedes n > 1 endlich ist. Dann definieren wir

p(f) = lim sup = log max {1, # Per, (f)}

n—oo N

wobei # Per,,(f) die Anzahl der Elemente von Per,, (f) bezeichnet.

(a) Sei fga : T™ — T™ ein linearer Torus-Endomorphismus. Wir setzen vor-
aus, dass A hyperbolisch ist, d.h. dass die Eigenwerte von A alle be-
tragsméfig verschieden von Eins sind. Beschreiben Sie fiir diesen Fall
p(fa) mit Hilfe der Eigenwerte von A. Leiten Sie daraus eine notwen-
dige Bedingung fiir die topologische Konjugiertheit zweier hyperbolischer
Torus-Endomorphismen ab.

(b) Zeigen Sie, dass p(f1') = p(fa), falls | det A| = 1.

c) Zeigen Sie, dass die Winkelverdopplung f : S' — S', f(z) = 22, topolo-

(c) Zeig ; pplung , , top
gisch konjugiert zu einem linearen Torus-Endomorphismus auf 7! = R/Z
ist.

Aufgabe 2: Lineare Torus-Endomorphismen II

Zeigen Sie, dass die Menge Per(f4) der periodischen Punkte eines hyperboli-
schen linearen Torus-Endomorphismus dicht in 7™ liegt, indem Sie folgender-
maflen vorgehen:

(a) Zeigen Sie, dass G, := (p~'Z")/Z" fiir jedes p € N eine endliche Unter-
gruppe von 1™ ist.

(b) Nun sei p eine natiirliche Zahl, die teilerfremd zu det A ist. Zeigen Sie, dass
die Menge G, vorwirtsinvariant und die Einschréinkung fala, : G, = G
invertierbar ist. Was konnen Sie daraus iiber die periodischen Punkte von
fa folgern?

(c) Betrachten Sie nun die Menge Up Gy, wobei tiber alle p vereinigt wird, die
teilerfremd zu det A sind.

Aufgabe 3: Rekurrenz

Bestimmen Sie die rekurrente Menge R(f) in den folgenden Féllen:

(a) f:1I — I Homoomorphismus des Einheitsintervalls.

(b) f:S'— S f(2) = cz, Rotation auf dem Einheitskreis.
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()

f:X — X, X endliche Menge mit Metrik

|1 fallsz #y,
d(w,y) = { 0 fallsz=y.

Ko6nnen Sie in allen drei Féllen ein minimales Teilsystem bestimmen?

Blatt 4

Aufgabe 1: Linear induzierte Systeme auf der Einheitssphire

Die Einheitssphére im R™*! ist gegeben durch

St ={zeR™ : |z =1},

wobei || - || die Euklidische Norm bezeichnet, also ||z| = (3207 22)!/2. Als
abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge von R™*! ist S™ ein kompakter me-
trischer Raum. Die Metrik auf S™ ist einfach die entsprechende Einschrinkung
der Euklidischen Metrik. Sei A € Gl(n + 1,R) eine invertierbare Matrix. Dann
ist ein TDS (S™, fa) gegeben durch

(a)

(b)

Ax
fa:8" — 8", T —.
| Az]]
Bestimmen Sie fiir jedes n € N die Menge Per,,(f4) der n-periodischen
Punkte von fa.

Nun nehmen wir an, dass die Jordan-Normalform von A nur aus einem
einzigen Jordanblock zu einem reellen Eigenwert A # 0 besteht, also

Al

A=QJAQ ' mit Jy= Q € Gl(n + 1,R).

1 9
A

Wie sehen in diesem Fall die rekurrente und die nichtwandernde Menge
von fu aus? (Hinweis: Uberlegen Sie sich, warum Sie annehmen kénnen,
dass A bereits in Jordan-Normalform gegeben ist und wie die Potenzen
JE, k € N, aussehen.)

Nehmen Sie nun an, dass die (reelle) Jordan-Normalform von A aus ei-
nem (reellen) Jordanblock zu einem komplex konjugierten Eigenwertepaar
besteht. Wie sehen in diesem Fall die rekurrente und die nichtwandernde
Menge aus?

Haben Sie eine Vermutung fiir den allgemeinen Fall? Kénnen Sie daraus eine
notwendige Bedingung fiir die topologische Konjugiertheit zweier Abbildungen
fa und fp ableiten?

Aufgabe 2: Nichtwandernde Menge
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(a) Sei (X, f) ein TDS und p ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, das auf der Borel-
schen o-Algebra von X definiert ist. Ferner nehmen wir an, dass p auf
den nichtleeren offenen Teilmengen von X positive Werte annimmt, und
dass p invariant unter f ist, d.h. p(f~1(A4)) = u(A) fiir jede Borel-Menge
A C X. Zeigen Sie, dass dann Q(f) = X gilt.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von (a) die nichtwandernde Menge der Zeltab-
bildung.

Aufgabe 3: K-Basismengen

Sei (X,d) ein metrischer Raum, f : X — X stetig und K C X kompakt. In
Definition 4.20 haben wir auf C(K, f) die folgende Relation eingefiihrt:  ~ y
genau dann, wenn zu jedem € > 0 eine periodische e-Kette existiert, die x und
y enthiilt. Zeigen Sie, dass dies eine Aquivalenzrelation ist und die Aquivalenz-
klasse eines Punktes z € C(K, f) durch ch(z, z, K, f) gegeben ist.

Aufgabe 4: Kettentransitivitit

Sei (X, f) ein TDS. Eine abgeschlossene Teilmenge Y C X heifit kettentransitiv,
falls zu je zwei Punkten z,y € Y fiir jedes € > 0 eine e-Kette von x nach y
existiert, d.h. eine e-Kette der Form (z, 21, . . ., 2;m, y). Dabei miissen die Punkte
z; nicht in Y liegen. Zeigen Sie, dass jede wegzusammenhéngende abgeschlossene
Teilmenge von C(f) kettentransitiv ist. (Zur Erinnerung: Eine Teilmenge Y C X
heifit wegzusammenhéngend, falls zu je zwei Punkten z,y € Y eine stetige
Abbildung v : [0,1] — Y existiert mit y(0) = z und v(1) = y.)

Blatt 5

Aufgabe 1: Linear induzierte Systeme auf der Einheitssphire I1

Wir betrachten nochmals ein System der Form (S™, f4) mit A € Gl(n+1,R), wie
in Aufgabe 1 auf Blatt 4. Wir nehmen an, dass die Jordan-Normalform von A aus
einem einzigen Jordanblock zu einem reellen Eigenwert besteht. Bestimmen Sie
in diesem Fall die kettenrekurrente Menge C(f4) mit einem #hnlichen Argument
wie in Beispiel 4.16 der Vorlesung.

Aufgabe 2: Folgenrdume

(a) Beweisen Sie Lemma 5.2 der Vorlesung: Fiir alle z,y € Xy 4 gilt:

(i) Falls x =y fiir k =0,...,n, dann ist da 4 (x,y) < 27"
(ii) Falls da 4 (x,y) <277, dann ist x =y fiir k=0,...,n.

(b) Formulieren und beweisen Sie ein analoges Lemma fiir 3.

Aufgabe 3: Expansivitit I

Beweisen Sie folgende Aussagen:
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(a) Die Eigenschaft der (positiven) Expansivitéit bleibt unter topologischer
Konjugation erhalten, d.h. sind (X, f) und (Y, g) topologisch konjugierte
TDSe, so ist f (positiv) expansiv genau dann, wenn g (positiv) expansiv
ist.

(b) Ist (X, f) ein TDS und f positiv expansiv mit Expansivitidts-Konstante
6 > 0, so ist jede Abbildung h : X — X, die mit f kommutiert und
d(h(z),z) < ¢ fiir alle z € X erfiillt, bereits die Identitét.

Aufgabe 4: Expansivitit 11

Sei (X, f) ein TDS. Die Abbildung f heifit expandierend, falls es Konstanten
€ >0 und A > 1 gibt, so dass

d(f(z), f(y)) = Ad(z,y)
gilt, falls d(z,y) < e, z,y € X.

(a) Zeigen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass die Eigenschaft, expandie-
rend zu sein, keine topologische Eigenschaft ist, d.h. sind (X, f) und (Y, g)
TDSe, so dass f expandierend ist, so muss g nicht notwendigerweise ex-
pandierend sein.

(b) Zeigen Sie, dass jede expandierende Abbildung positiv expansiv ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Winkelverdopplung f : S' — S, f(z) = 22, beziiglich
der “runden Metrik” auf S! (Abstand = Linge des kleineren Kreisbogens
zwischen den zwei Punkten) expandierend ist.

Blatt 6

Aufgabe 1: Basen und Subbasen einer Topologie

Sei X ein topologischer Raum und O das zugehorige System der offenen Mengen
in X (die Topologie von X). Eine Basis von O ist eine Teilmenge B C O, so
dass jedes O € O Vereinigung von Mengen in B ist. Eine Subbasis von O ist eine
Teilmenge S C O, so dass jedes O € O Vereinigung von endlichen Schnitten
von Elementen von S ist.

(a) Sei X eine Menge und S ein System von Teilmengen von X, deren Verei-
nigung ganz X ist. Zeigen Sie, dass es eine eindeutig bestimmte Topologie
auf X gibt, so dass S eine Subbasis dieser Topologie ist.

(b) Seien X;, i € I, topologische Riume, wobei I eine beliebige Indexmenge
ist. Das Produkt der X; ist die Menge

X:HXi{f:I%HX”f(z‘)eXi, Viel},

i€l i€l
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wobei ], ; X; die disjunkte Vereinigung der X; bezeichnet. Ist p; : X —
Xi, f— f(i), fir jedes i € I die Projektion auf X;, so ist die Produktto-
pologie auf X die eindeutige Topologie, die von der Subbasis

S:{pzl(U) : U C X; offen, iEI}

erzeugt wird. Zeigen Sie, dass X total unzusammenhéngend ist, falls alle
der Rédume X; total unzusammenhingend sind.

Aufgabe 2: Kompaktheit der Folgenriume

Beweisen Sie die Kompaktheit des metrischen Raums (X, dy) ohne den Satz
von Tychonoff, sondern indem Sie mit Hilfe der Metrik d) zeigen, dass jede
Folge in ¥ einen Haufungswert hat.

Aufgabe 3: Topologische Markov-Ketten mit dichten Orbits

In dieser Aufgabe geht es darum die Existenz von dichten Vorwértsorbits fiir
eine topologische Markov-Kette (34,04) zu charakterisieren. Gehen Sie dazu
wie folgt vor:

(a)

(b)

()

Zeigen Sie, dass fiir jedes ¢ € {1,...,N} die Menge ¥4, := {x € X4 :
xo = 4} nichtleer ist.

Zeigen Sie, dass falls es eine Folge z € ¥4 gibt, die das Symbol ¢ min-
destens zweimal enthiilt, es ein periodisches Element 2’ € ¥ 4 gibt mit
xH = 1.

Wir nennen die Symbole 4, die mindestens zweimal in einer Folge z € ¥ 4

vorkommen, essentiell. Zeigen Sie, das jede w-Limesmenge eines beliebigen
Elements von 34 nur essentielle Symbole enthélt.

Zwei essentielle Symbole 7 und j heiflen dquivalent, falls es =, 2’ € ¥4 gibt
und ky < ko, I1 < g, so dass
T, =), =1, Tpy, =], = J.

Zeigen Sie, dass dies eine Aquivalenzrelation ist und sich damit die Menge
der essentiellen Symbole aufspaltet in disjunkte Teilmengen von paarweise
dquivalenten Symbolen.

Zeigen Sie, dass es einen Punkt z € ¥4 mit w(z,04) = ¥4 genau dann
gibt, wenn alle Symbole in Xy essentiell und dquivalent sind.

Aufgabe 4 (x): Beispiel fiir R(f) # Q(f)

(a)

(b)

Zeigen Sie, dass es fiir jedes n > 1 einen Subshift f = o3|g gibt, so
dass die iterierten nichtwandernden Mengen Q(f) (siche Bemerkung 4.9)
paarweise verschieden sind fiir k = 1,...,n, aber Q,11(f) = Q. (f).

Folgern Sie aus (a), dass im Allgemeinen der Abschluss der rekurrenten
Menge nicht mit der nichtwandernden Menge iibereinstimmt.
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Aufgabe 1: Topologische Transitivitit
Sei (X, f) ein TDS. Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung f ist genau dann topologisch transitiv, wenn fiir jedes Paar

nichtleerer offener Mengen U,V C X einn > 1 existiert mit f~™(U)NV #
0.

(b) Ist f topologisch transitiv und X perfekt, so gilt fiir die rekurrente Menge
R(f) = X. Gilt dies auch, wenn X nicht perfekt ist?

Aufgabe 2: Topologische Transitivitit fiir Intervallabbildungen

(a) Sei f:[0,1] — [0,1] eine stetige und stiickweise (affin) lineare Abbildung
mit f(0) =1/2, f(1/4) =1, f(1/2) = 1/2 und f(1) = 0. Auf den Inter-
vallen [0,1/4], [1/4,1/2] und [1/2,1] ist die Abbildung affin linear. Zeigen
Sie, dass f topologisch transitiv ist, aber nicht f2. (Hinweis: Machen Sie
sich klar, dass die Trajektorien von f zwischen den Teilintervallen [0,1/2]
und [1/2, 1] hin und her springen. Plotten Sie die Graphen von einigen der
Iterierten 2", um die Dynamik auf diesen Teilintervallen zu verstehen.)

(b) Was gilt im Vergleich dazu fiir die Zeltabbildung?

Aufgabe 3: Transitive topologische Markov-Ketten

Zeigen Sie: Ist die Transitionsmatrix A einer topologischen Markov-Kette tran-
sitiv, so ist o4 topologisch mischend. (Hinweis: Sie konnen annehmen, dass die
Mengen U und V' Schnitte von symmetrischen Zylingermengen mit ¥4 sind.
Schauen Sie sich nochmals den Beweis von Satz 5.26 im Skript an.)

Aufgabe 4: Sensitive Abhingigkeit von Anfangswerten

Zeigen Sie, dass sensitive Abhéngigkeit von Anfangswerten eine Eigenschaft ist,
die unter topologischer Konjugation erhalten bleibt. Zeigen Sie anhand eines
Gegenbeispiels, dass dies nicht der Fall ist, wenn der Zustandsraum nicht als
kompakt vorausgesetzt wird.

Blatt 8

Aufgabe 1: Chaos I

(a) Geben Sie ein Beispiel fiir ein TDS (X, f), so dass f topologisch transitiv
ist, die periodischen Punkte von f dicht in X liegen, aber f keine sensitive
Abhéngigkeit von Anfangswerten hat.
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(b) Geben Sie ein Beispiel fiir ein TDS (X, f), so dass die periodischen Punkte
von f dicht in X liegen, f sensitive Abhéngigkeit von Anfangswerten hat,
aber f nicht topologisch transitiv ist.

(¢) Geben Sie ein Beispiel fiir eine stetige Abbildung f : X — X, wobei X
ein nicht notwendig kompakter metrischer Raum ist, so dass f topolo-
gisch transitiv ist, sensitive Abhéngigkeit von Anfangswerten hat, aber
die periodischen Punkte von f nicht dicht in X liegen.

Aufgabe 2: Chaos II

(a) Geben Sie ein Beispiel an fiir eine Semikonjugation h : X — Y zwischen
zwei TDSen (X, f) und (Y, g), so dass (X, f) chaotisch ist, aber nicht

(Y, g).

(b) Geben Sie ein Beispiel an fiir eine Semikonjugation h : X — Y zwi-
schen zwei TDSen (X, f) und (Y,g), so dass (Y,g) chaotisch ist, aber
nicht (X, f).

Aufgabe 3: Skalierte Zeltabbildung
Sei f : R — R die natiirliche Fortsetzung der Standard-Zeltabbildung, d.h.

2x fir z <1,
2-2x firz> 3.

fa)=1- 1= {

Fiir jedes u > 1 betrachten wir die skalierte Zeltabbildung f, : R — R,
fu(z) = pf(x). Zeigen Sie, dass es wie im Fall p = 2 fiir jedes > 1 eine
maximale total invariante Menge A, C [0,1] gibt, die kompakt, perfekt und
total unzusammenhéngend ist.

Blatt 9

Aufgabe 1: Uberdeckungen
Beweisen Sie Lemma 7.1 der Vorlesung: Sei (X, f) ein TDS. Dann gilt:
(i) Ist U eine offene Uberdeckung von X, so auch f~'U :=

{f~Y(U) : UeU}. Ferner gilt H(f'U) < HU). Ist f surjektiv,
so gilt die Gleichheit.

(ii) Sind ¢ und V offene Uberdeckungen von X, so auch U V V
{UNV : Uel, VeVl

(iii) Die Operation V ist kommutativ und assoziativ, und es gilt HU vV V) <
HU)+ H(V).
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(iv) Seien U und V offene Uberdeckungen von X, so dass jedes Element von V
in einem von U enthalten ist. Dann nennen wir V eine Verfeinerung von

U und schreiben U < V. Es gilt in diesem Fall H(U) < H(V).

Aufgabe 2: Bowen-Metriken
Ist (X, f) ein TDS, so sind die Bowen-Metriken definiert als

dof(z.y) = max d(fi@),fi(y), neN.

0<i<n—1

Zeigen Sie, dass dy s fiir jedes n eine Metrik auf X ist, die dieselbe Topolo-
gie erzeugt wie d. Ist d, ; auch &dquivalent im metrischen Sinne, d.h. gibt es
Konstanten 0 < ¢ < C < o0, so dass cd(x,y) < dp, f(z,y) < Cd(z,y)?

Aufgabe 3: Topologische Entropie

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und U eine offene Uberdeckung von
X. Der Durchmesser von U ist definiert als

DU) = (sjléE{D(U), D(U) := suEpUd(x,y).
T,y

Nun sei (Uy,)n>1 eine Folge von offenen Uberdeckungen von X mit D(U,) — 0
fiir n — oco. Zeigen Sie, dass fiir jede stetige Abbildung f: X — X gilt:

B = lim (S Un).
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Aufgabe 1: Kommutativitit der topologischen Entropie

Seien X,Y kompakte metrische Rdume und f : X — Y, g : Y — X stetige
Abbildungen. Dann sind (X, g o f) und (Y, f o g) TDSe. Zeigen Sie, dass

h(go f)=h(fog).

Aufgabe 2: Systeme mit unendlicher Entropie

(a) Finden Sie eine stetige Abbildung f : [0, 1] — [0, 1] mit f(0) =0, f(1) =1
und A(f) > 0. (Sie diirfen als bekannt voraussetzen, dass die topologische
Entropie der Zeltabbildung log 2 ist.)

(b) Konstruieren Sie unter Verwendung von (a) und folgender Eigenschaften
der topologischen Entropie eine stetige Abbildung f : [0,1] — [0,1] mit
unendlicher topologischer Entropie:

(1) Fiir jedes TDS (X, f) gilt h(f™) = n - h(f) fir alle n > 0.
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(2) Die topologische Entropie bleibt unter topologischer Konjugation er-
halten.

(3) Fiir ein TDS (X, f) gilt

h(f) = max h(f|x,),

falls X = |J'_, X;, wobei die Mengen X; abgeschlossen und vorwért-
sinvariant sind.

Aufgabe 3: Homomorphismen auf dem Einheitskreis

Zeigen Sie, dass jeder Homdomorphismus f : S' — S! topologische Entropie
Null hat. (Hinweis: Betrachten Sie eine maximale (n,¢)-separierte Menge E =
{z1,..., 2}, wobei z; = €2™%i und @1 < -+ < . Die Intervalle f7([z;, zi11]),
j=1,...,k—1,und f7([zx, 21]) bilden fiir jedes j € {0,...,n — 1} eine (bis auf
Randpunkte) disjunkte Zerlegung von S'. Was folgt daraus fiir die Kardinalitit
k von E?)
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Aufgabe 1: Aufspannende und separierte Mengen

Zeigen Sie, dass man den gleichen Wert fiir die topologische Entropie erhlt,
wenn man in der Definition mittels (n,e)-aufspannenden Mengen die strikte
Ungleichung < e durch < € ersetzt, und ebenso, wenn man in der Definition
mittels (n, e)-separierter Mengen die Ungleichung > € durch > ¢ ersetzt.

Aufgabe 2: Fraktal-Dimension

(a) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie die folgenden elementaren
Eigenschaften der Fraktal-Dimension:

(1) dimp(A) < dimp(B), falls A C B C X, wobei A und B kompakte
Teilmengen von X sind.

(2) dimp(A; U ... U A,) = max},dimp(A;), wenn A;,..., 4, C X
kompakte Teilmengen von X sind.

(3) Ist A C X eine endliche Menge, so gilt dimg(A) = 0.

(4) Ist (Y,d’) ein weiterer metrischer Raum und f : X — Y eine Bi-
jektion, so dass f und f~! Lipschitz-stetig sind, so gilt dimz(A) =
dimp(f(A)) firr alle kompakten Mengen A C X.

(b) Zeigen Sie, dass die Fraktal-Dimension der kompakten Menge

1
K::{O}U{n : nZl}CR
gleich 1/2 ist.
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Aufgabe 3: Abschitzung der Entropie von Torus-Endomorphismen

Zeigen Sie mit Hilfe von Satz 7.17, dass fiir einen beliebigen Torus-
Endomorphismus f4 : T™ — T™ die Abschitzung

h(fa) <n-max{0,logr(A)}
gilt, wobei r(A) den Spektralradius der Matrix A € Z"*™ bezeichnet, also den
Betrag des betragsgrofiten Eigenwerts.
Aufgabe 4: Topologische Entropie eines beidseitigen Subshifts
Sei (S,0n]|s) ein Subshift. Zeigen Sie, dass die topologische Entropie von ox|s
gegeben ist durch

1
h(on|s) = limsup — log wy,,
n—oo T

wobei w,, die Anzahl der zuldssigen Worter der Linge n bezeichnet.
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